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第三版前言

“十二五”职业教育国家规划教材学前教育《数学》（合订本），凭藉它的“三性”（学前教育专业的适

切性、女生学习的贴近性、教师教学的实用性）优势，深受全国百多所院校初中起点三年、五年制学前教

育专业师生的广泛欢迎和充分肯定。自２０１０年第一版出版以来，至今已走过了１０多个年头。现阶段

国家教育改革的发展不断深入，学前教育课程改革也同步在积极推进，尤其是学前教育课程标准和教

育部中等职业学校数学课程标准的颁布，都向学前教育、数学教学指出了新要求、新思想、新思维，这是

本教材第三版修订的大背景。

本次修订，主要做了以下工作：一是删除和精减了与时代要求和专业需要不够紧密的部分内容，参

照教育部职业学校数学课程标准的要求，课时缩减到现在的１０８课时（必修部分），总课时量得到了缩

减；二是在每一章节的引文、例题、练习中，增添和更新了与学前教育相关的内容，还对部分内容的编排

次序作了重新调整，进一步彰显学前教育的专业特色；三是对习题难度进行了分层化处理，分为Ａ、Ｂ、Ｃ

三层，可供不同类别学校，不同水平学生的教学选择，满足学校和学生的个性化需要；四是借助新时代

技术手段，增设了新媒体（二维码扫码阅读）手段，直观呈现教学思路。总之，三版修订皆在落实最新课

标，体现时代特点，进一步遵循数学教学规律，力求更好地服务学前教育专业，进一步提高数学教学的

有效性。

第三版修订过程中，得到了苏州幼儿师范高等专科学校数学教研室薛祖华、戴琛、顾正刚、董艳艳

等老师的大力支持和帮助，在此，向他们表示感谢。由于时间有限，难免有错误和不当之处，敬请各位

专家和老师给予指正。

编　者

２０２１年５月
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第二版前言

２０１０年复旦大学出版社出版了由孔宝刚主编的全国学前教育专业（新课程标准）“十二五”规划教

材《数学》（合订本）．此教材已经在全国７０多所幼儿师范院校使用了７年，使用者普遍认为该教材观念

较新、实践性较强．教材一方面通过具体的实例，帮助学生观察、比较、分析、综合、抽象和推理，得出数学

概念和规律；另一方面让学生能够运用所学知识，将实际问题抽象成数学问题，建立数学模型，并加以

解决．２０１３年再版之际，我们对这套教材进行了修订，针对幼儿师范学校学生的思维和专业特点，力求

进一步考虑数学与女生思维特点的结合，并充分关注学前教育专业学生未来的职业需求．

在第二版中，我们一方面适当删除了部分与学前教育专业要求不密切的内容；另一方面，在每一章

节的引文、例题和练习中尽量使用幼儿园实例，且在大部分章节的后面增加了“知识与实践”环节，试图

将幼儿教师教学过程中经常碰到的相关数学问题进行呈现和分析，以丰富学生运用数学知识解决实际

问题的实践经验并提升他们的职业素养．

修改后的教材具有以下两个特点：一是能充分根据幼师学生中绝大多数为女生的实际情况，以感

性的图像、图片作为切入口，由浅入深地介绍数学知识，很好地集知识、趣味、实用性为一体；二是能够

以幼儿教师未来职业中面临的实例为媒介去进行理论探讨，并把重点放在解决学前教育专业中遇到的

与数学相关的实际问题上，使教材内容与专业要求更贴近，从而突出了“学以致用”的特点．我们希望通

过修订，能很好地解决幼儿师范学校数学教学中的一些矛盾，即：数学知识的高度抽象性与学生以形象

思维为主要特点之间的矛盾；数学知识严密的逻辑性与学生重记忆轻推理之间的矛盾；数学知识在幼

儿教育中应用的广泛性与学生思路狭窄不擅迁移之间的矛盾．希望通过学习，既激发学生学习数学的积

极性，又强化数学在学生未来工作中的实用性．

在本教材修订的过程中，得到了苏州高等幼儿师范学校数学教研室的薛祖华、顾正刚、戴琛、董艳

艳、刘艳、张鹏和其他老师的大力支持和帮助在此，向他们表示感谢．

由于我们能力有限，时间仓促，难免有一些错误，敬请各位专家和同仁给予批评指正．

本书编写组

２０１３年５月
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第一版前言

随着我国幼儿师范教育体制改革的不断深入，我国大部分中等幼儿师范学校已升格为专科学校，

因此编写一本具有时代特征并且针对性较强的学前教育数学教材，显得十分迫切和必要，因此我们组

织编写了这本学前教育数学教材．

教材的内容汲取国内外先进的数学教育思想、教育观念和教育方法，融合教育部《普通高中数学课

程标准（实验）》的精神，贴近学前教育专业的目标与要求，体现学前教育专业数学课程的基本理念，突

出数学基础知识和技能的系统性、科学性、示范性和实用性，旨在帮助学生认识数学的科学价值、文化

价值和应用价值，并获得适应现代生活、胜任幼儿教育和未来发展所需要的数学素养．

教材具有以下几个主要特点：

１．注重内容的基础性和系统性．教材在内容安排上突出知识和技能的基础性，在数学理论、方法、

思想上体现了与时俱进的“双基”内涵，改变了“繁、难、偏、旧”状态，增加了符合时代要求的新的基础知

识和基本技能．教材按知识发展、问题背景、思想方法、数学理论、简单应用等主要环节逐步展开，通过问

题将知识贯通．

２．注重理论与实践相结合．教材充分关注数学与自然、生活、科技、文化等多门学科的联系，力图使

学生在丰富的、现实的、与他们经验密切联系的背景中感受数学思想、建立数学模型、运用数学方法，在

知识的发展与运用过程中，培养学生的思维能力、创新意识和应用意识，让学生感受到数学与外部世界

是息息相关、紧密相连的．

３．突出选择性和针对性．教材在内容安排上分必学内容和选择性内容两部分（章节前面有为选

择性内容），充分考虑不同地区、不同学生的需求，为学生的不同发展提供了一定的选择空间，也为教师

的教学留有一定的余地．另外，针对培养的学生是未来从事幼儿教育的实际，在每章内容安排上都有针

对性地插入适量的“习题课”，以进行知识巩固练习和技能练习，提高学生的基本技能．

４．教材编写结构新颖．全书主要按“问题背景→意义建构→思想方法→数学理论→实际应用→小

结回顾”的呈现方式进行组织和编写，内容通俗易懂，特别重视知识与方法的发生过程，选题的起点虽

低，但注重本质且形式多样，易于教，也易于学．

本教材在编写过程中，经过了专家的反复论证和编写人员的多次修改，并得到了参编学校领导的

大力支持及有关专家的帮助，在此表示感谢．由于时间有限，难免有错误和不当之处，敬请各位专家、同

行给予指正．

编　者

２０１０年３月
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第一单元　集　　合

１．１　集合及其表示

１．２　集合之间的关系

１．３　集合的运算

１．４　复习与巩固
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第一单元　集　　合
２　　　　

１．１　集合及其表示




在某幼儿园举办的一次体育比赛中，共有两类项目的比赛：田径项目

和球类项目．星星班有３号、４号、１０号、１７号、２５号、２８号、２９号共７名同

学参加了田径项目比赛，有４号、７号、１１号、１３号、１５号、２５号、２７号、３０

号共８名同学参加了球类项目比赛，在这次体育比赛中，这个班有哪几名

同学参加了田径比赛和球类比赛？

观察下面一些例子：

（１）星星班的所有同学的全体；

（２）星星班所有参加田径项目比赛的同学的全体；

（３）星星班所有参加球类项目比赛的同学的全体．

例（１）中，我们把星星班的每一名同学作为一个元素，这些元素的全体

便组成一个集合；例（２）中，我们把星星班所有参加田径项目比赛的每一名

同学作为一个元素，这些元素的全体便组成一个集合；同样，例（３）中，我们

把星星班所有参加球类项目比赛的每一名同学作为一个元素，这些元素的

全体便组成一个集合．

一般地，我们把一定范围内研究的对象统称为元素（ｅｌｅｍｅｎｔ），把一些

确定的元素组成的总体叫做集合（ｓｅｔ）．

给定的集合中的元素必须是确定的，也就是说给定一个集合，那么任

何一个元素在不在这个集合中就确定了．例如，“中国的直辖市”构成一个

集合，该集合的元素就是北京、天津、上海和重庆，南京、合肥等就不是这

个集合的元素；“Ｃｈｉｎａ”中的字母构成一个集合，该集合中的元素就是Ｃ，

ｈ，ｉ，ｎ，ａ．“歌唱得好的人”不能构成集合，因为组成它的元素是不确

定的．

给定集合中的元素是互不相同的，也就是说，集合中的元素是不重复

出现的．

集合常用大写的拉丁字母来表示，如集合犃、集合犅…，用小写的拉丁

字母表示元素，如元素犪、元素犫…．

如果犪是集合犃中的元素，就记作犪∈犃，读作“犪属于犃”；如果犪不

是集合犃的元素，就记作犪犃，读作“犪不属于犃”．例如，用集合犃 表示

问 题
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１．１　集合及其表示　　　　
３　　　　

“１～３０之间的偶数”组成的集合，则２∈犃，３犃．

数学中一些常用的数集及其记法如下：

所有非负整数组成的集合称为非负整数集（或自然数集），记为犖；

所有正整数组成的集合称为正整数集，记为犖或犖＋；

所有整数组成的集合称为整数集，记为犣；

所有有理数组成的集合称为有理数集，记为犙；

所有实数组成的集合称为实数集，记为犚．

表示集合的常用方法有以下两种：

列举法：将集合的元素一一列举出来，并置于大括号“｛｝”内，如｛北

京，天津，上海，重庆｝，｛Ｃ，ｈ，ａ，ｉ，ｎ｝．用这种方法表示集合，元素之间要用

逗号分隔，但列举法与元素的次序无关．

描述法：将集合的所有元素都具有的性质（满足的条件）表示出来，写

成｛狓狘犘（狓）｝的形式，如 ｛狓狘狓 是１～２０之间的偶数｝．有时用文氏

（Ｖｅｎｎ）图来示意集合更加形象直观，如图１１１所示。

　试分别用列举法和描述法表示下列集合．

（１）方程狓２－４＝０的所有实数根组成的集合；

（２）大于５小于１２的所有自然数组成的集合．

解　（１）设方程狓２－４＝０的实数根为狓，方程狓２－４＝０的解集用描

述法表示为

犃＝｛狓狘狓２－４＝０，狓∈犚｝．

方程狓２－４＝０的实数根是２，－２，因此集合犃用列举法表示为

犃＝｛２，－２｝．

（２）设大于５小于１２的整数为狓，因此，所要表示的集合用描述法以

及列举法可分别表示为

犅＝｛狓狘５＜狓＜１２，狓∈犖｝，

犅＝｛６，７，８，９，１０，１１｝．

　求不等式２狓－５＜３的解集．

解　由２狓－５＜３可得狓＜４，所以，不等式２狓－５＜３的解集为

｛狓狘狓＜４，狓∈犚｝．

这里｛狓狘狓＜４，狓∈犚｝可简记为｛狓狘狓＜４｝．

我们知道，方程狓２＋１＝０没有实数根，所以方程狓２＋１＝０的实数根组

成的集合中没有元素．

我们把不含任何元素的集合叫做空集（ｅｍｐｔｙｓｅｔ），记为．

　求方程狓
２
＋狓＋１＝０的所有实数解的集合．

解　因为狓２＋狓＋１＝０没有实数解，所以

｛狓狘狓２＋狓＋１＝０，狓∈犚｝＝．

图１１１

例１

例２

例３

复
旦
大
学
出
版
社



　　　第一单元　集　　合
４　　　　

　１．用符号“∈”或“”填空：

（１）一次教学活动中，幼儿教师让小朋友通过实验来判断纸片、软木塞、铁块

是能浮于水面还是沉入水中．设犃为能浮于水面的物体组成的集合，则

纸片　　　　犃，软木塞　　　犃，铁块　　　　犃；

（２）０　　　　犖，－４　　　　犖，π　　　　犙，
３

２
　　　　｛２，３｝，

３．２　　　　犣，－９　　　　犙，槡３　　　　犚，０　　　　；

（３）犃＝｛狓狘狓２－３狓＝０｝，则０　　　　犃，－３　　　　犃；

（４）犅＝｛狓狘２＜狓＜９，狓∈犖｝，则
１

２
　　　　犅，３　　　　犅；

（５）犆＝｛狓狘－２＜狓＜９，狓∈犚｝，则
１

２
　　　　犆，９　　　　犆；

（６）若犐∈｛狓狘狓
２
＋狆狓－１＝０｝，则狆＝　　　　；

（７）若集合犃＝｛狓狘犪狓２－２狓＋１＝０｝中仅有一个元素，则实数

犪＝　　　　．

２．判断下列命题是否正确：

（１）“某幼师学校舞蹈跳得好的同学”构成一个集合；

（２）小于４且不小于－１的奇数集合是｛－１，１，３｝；

（３）集合｛０｝中不含有元素；

（４）｛－１，３｝与集合｛３，－１｝是两个不同的集合；

（５）“充分接近槡５的实数”，构成一个集合；

（６）已知集合犛＝｛犪，犫，犮｝中的元素是△犃犅犆的三边长，那么，△犃犅犆

一定不是等腰三角形．

３．用列举法表示下列集合：

（１）犃＝｛狓｜狓２－３＝０｝；

（２）犅＝｛狓｜３＜狓＜１０，狓∈犖｝；

（３）犆＝｛狓｜狓是“ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ”中的字母｝；

（４）犇＝｛（狓，狔）｜０≤狓≤２，０≤狔＜２，狓，狔∈犣｝．

４．用描述法表示下列集合：

（１）由方程狓２－８＝０所有的实数根组成的集合；

（２）不等式３狓＋５＞０的解集；

（３）正偶数的集合．

５．用两种方法表示方程组
狓－狔＝０

狓＋狔＝２
烅
烄

烆
的解集．

６．２是否为集合犕＝｛１，狓，狓２－狓｝中的元素？若是，请求出狓的值，若不

是，请说出理由．

　知识与实践

结合本节所学知识，针对下列物体设计一个幼儿园的“分类”活动：玩

具小汽车、鞋、钢笔、粉笔、衬衫、玩具摩托车、记号笔、玩具卡车、腰带、袜

子、铅笔、练习本、裤子．
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１．２　集合之间的关系　　　　
５　　　　

１．２　集合之间的关系




在实数集合中，任意两个实数间有相等关系、大小关系等．类比实数之

间的关系，集合之间会有什么关系？

观察下列各组集合，你能发现两个集合间的关系吗？你能用语言来表

述这种关系吗？

（１）犃＝｛１，２，３｝，　犅＝｛－１，０，１，２，３，４｝；

（２）犃＝｛狓｜狓是某幼师１０级（８）班的学生｝，

犅＝｛狓｜狓是某幼师１０级的学生｝；

（３）犃＝｛狓｜狓是中国的四大发明｝，犅＝｛指南针，造纸，火药，活字

印刷｝．　

在问题（１）、（２）中，集合犃与集合犅都有这样的一种关系，即集合犃

中的任何一个元素都是集合犅的元素．

一般地，如果集合犃的任何一个元素都是集合犅的元素，则称集合犃

为集合犅的子集（狊狌犫狊犲狋），记为犃犅或犅犃，读作“集合犃包含于集合

犅”，或“集合犅包含集合犃”．如

｛１，２，３｝｛－１，０，１，２，３，４｝，

｛狓｜狓是某幼师１０级（８）班的学生｝｛狓｜狓是某幼师１０级的学生｝．

犃犅可以用Ｖｅｎｎ图示意，如图１２１所示．

根据子集的定义，我们知道犃犃．也就是说，任何一个集合是它本身

的子集，对于空集，我们规定犃，即空集是任何集合的子集．

在问题（３）中由于“中国的四大发明”的内涵就是指南针、造纸、火药、

活字印刷，因此，集合犃中的元素与集合犅中的元素是相同的．

如果两个集合所含的元素完全相同（即集合犃中的元素都是集合犅的

元素，集合犅中的元素也都是犃的元素），则称这两个集合相等，记作犃＝

犅，即：犃犅，犅犃，则犃＝犅．如

犃＝｛狓狘狓是中国的四大发明｝，犅＝｛指南针，造纸，火药，活字印刷｝．

问 题

图１２１
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　　　第一单元　集　　合
６　　　　

　写出集合｛犪，犫｝的所有子集．

解　集合｛犪，犫｝的所有子集是，｛犪｝，｛犫｝，｛犪，犫｝．

如果犃犅并且犃 ≠犅，这时集合犃 称为集合犅的真子集（ｐｒｏｐｅｒ

ｓｕｂｓｅｔ），记作犃犅或犅犃，读作“犃真包含于犅”或 “犅真包含犃”，如

｛犪｝｛犪，犫｝；｛犫｝｛犪，犫｝．

　下列各组的３个集合中，哪两个集合之间具有真包含关系？

（１）犛＝｛－３，－１，０，１，３｝，犃＝｛－３，－１｝，犅＝｛０｝；

（２）犛＝｛狓狘狓为地球人｝，犃＝｛狓狘狓为中国人｝，犅＝｛狓狘狓为新加

坡人｝．

解　在（１）、（２）中都有犃犛，犅犛，可用图１２２来表示．

　１．判断下列表示是否正确：

（１）｛０，２，５｝｛０，２，５｝； （２）犪｛犪｝；

（３）｛１｝∈ ｛１，２｝； （４）｛０｝；

（５）｛犪，犫｝＝｛犫，犪｝； （６）＝｛０｝；

（７）犃＝｛狓狘１＜狓＜４｝，犅＝｛狓狘０＜狓＜２｝，则犃犅．

２．写出集合｛１，２，３｝的所有子集，并指出哪些是它的真子集，哪些是它的

非空真子集．

３．用适当的符号填空：

（１）犪　　　　｛犪｝；

（２）犱　　　　｛犪，犫，犮｝；

（３）０　　　　｛狓｜狓２－狓＝０｝；

（４）　　　　｛狓｜狓２＋１＝０，狓∈犚｝；

（５）｛２，１｝　　　　｛狓｜狓２－３狓＋２＝０，狓∈犚｝．

４．判断下列两个集合之间的关系：

（１）犃＝｛１，３，９｝，犅＝｛狓｜狓是２７的约数｝；

（２）犃＝｛狓｜狓是平行四边形｝，犅＝｛狓｜狓是正方形｝；

（３）犃＝｛狓｜狓＝３犽，犽∈犖｝，犅＝｛狓｜狓＝６犽，犽∈犖｝．

５．已知犃＝｛１，３，狓｝，犅＝｛１，狓２｝，且犅犃，求实数狓的值．

６．满足｛１｝犕｛１，２，３，４｝的集合犕 的个数为（　　）．

Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．７ Ｄ．８

７．若犃＝｛狓狘１＜狓＜２｝，犅＝｛狓狘狓＜犪｝且犃犅，求犪的取值范围．

８．已知犃＝｛狓狘犽狓＝１｝，犅＝｛狓狘狓２－１＝０｝，若犃犅，求实数犽．

　知识与实践

结合本节所学的集合包含关系，按以下要求设计一个幼儿园活动：有

一堆红、黄、蓝３种颜色的积木，让幼儿按３种颜色的不同组合要求将积木

分成３堆，并帮助幼儿处理部分与整体的关系．

例１

例２

图１２２
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１．３　集 合 的 运 算
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

我们知道，给出两个实数，通过不同的运算可得到新的实数．类比实数

的运算，对于给定的集合，是否通过一些运算，能得到新的集合呢？

观察下列各组集合，说出集合犆与集合犃，犅之间的关系．

（１）犃 ＝｛狓狘狓 是某校学前教育专业２０１０级至２０１２级学生｝，

犅＝｛狓狘狓是学前教育专业２０１１级至２０１３级学生｝，犆＝｛狓狘狓 是学前

教育专业２０１１级或２０１２级学生｝；

（２）犃＝｛１，２，３，５｝，犅＝｛３，５，６，７｝，犆＝｛３，５｝．

１．交集

在问题（１）、（２）中，集合犃、犅与犆之间都有这样的一种关系．集合犆

中每一个元素，既在集合犃中又在集合犅中．

一般地，由所有属于集合犃且属于集合犅的元素组成的集合，称为犃

与犅的交集，记作犃∩犅（读作“犃交犅”），即

犃∩犅＝｛狓狘狓∈犃且狓∈犅｝．

犃∩犅可用图１３１中的阴影部分来表示．

这样问题（１）、（２）中集合犆是犃与犅的交集，即犃∩犅＝犆．

　某高等幼师在大一年级开设了甲、乙两门学科的选修课，设犃＝｛狓狘狓为选

修甲学科的学生｝，犅＝｛狓狘狓为选修乙学科的学生｝，求犃∩犅．

解　犃∩犅就是那些既选修甲学科又选修乙学科的学生组成的集合．

所以，犃∩犅＝｛狓狘狓为既选修甲学科又选修乙学科的学生｝．

　设犃＝｛狓狘－４＜狓＜－１｝，犅＝｛狓狘－３＜狓＜２｝，求犃∩犅．

解　犃∩犅＝｛狓｜－４＜狓＜－１｝∩｛狓｜－３＜狓＜２｝＝｛狓｜－３＜狓＜－１｝．

我们还可以在数轴上表示例２中的交集，如图１３２所示．

图１３２

问 题

图１３１

例１

例２
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　　　第一单元　集　　合
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下列等式成立吗？

（１）犃∩犃＝犃；　（２）犃∩＝犃．

２．并集

一般地，由所有属于集合犃或属于集合犅的元素组成的集合，称为犃

与犅的并集，记作犃∪犅（读作“犃并犅”），即

犃∪犅＝｛狓狘狓∈犃，或∈犅｝，

所以犃∪犅可用图１３３的阴影部分来表示，即犃∪犅＝犆．

　设犃＝｛－１，０，２，３｝，犅＝｛１，２，３，４｝，求犃∪犅．

解　犃∪犅＝｛－１，０，２，３｝∪｛１，２，３，４｝＝｛－１，０，１，２，３，４｝．

　在求两个集合的并集中，它们的公共元素只能出现一次．

　设集合犃＝｛狓狘－２＜狓＜３｝，犅＝｛狓狘１＜狓＜４｝，求犃∪犅．

解　犃∪犅＝｛狓狘－２＜狓＜３｝∪｛狓狘１＜狓＜４｝＝｛狓狘－２＜

狓＜４｝．　

我们还可以在数轴上表示例４中的并集犃∪犅，如图１３４所示．

图１３４

　下列等式成立吗？

（１）犃∪犃＝犃；　　（２）犃∪＝犃．

　若犃＝｛狓狘狓
２
－狆狓－狇＝０｝，犅＝｛狓狘狓２＋狇狓－狆＝０｝，且犃∩犅＝｛１｝，

求犃∪犅．

解　由犃∩犅＝｛１｝可得，

１－狆－狇＝０，

１＋狇－狆＝０，
烅
烄

烆
即
狆＝１，

狇＝０．
烅
烄

烆

故犃＝｛狓狘狓２－狓＝０｝＝｛０，１｝，犅＝｛狓狘狓２－１＝０｝＝｛－１，１｝，则

犃∪犅＝｛－１，０，１｝．

　一、选择题

１．若犕＝｛犲，犱，犫｝，犖＝｛犪，犫，犮，犱｝，则犕∪犖 等于（　　）．

思 考

图１３３

例３

注 意

例４

思 考

例５
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１．３　集合的运算　　　　
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　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ａ． Ｂ．｛犱｝

Ｃ．｛犪，犮｝ Ｄ．｛犪，犫，犮，犱，犲｝

２．设犃＝｛直角三角形｝，犅＝｛等腰三角形｝，犆＝｛等边三角形｝，

犇＝｛等腰直角三角形｝，则下列结论中不正确的是（　　）．

Ａ．犃∩犅＝犇 Ｂ．犃∩犇＝犇 Ｃ．犅∩犆＝犆 Ｄ．犃∪犅＝犇

３．已知集合犃＝｛狓｜狓≤５，狓∈犖｝，犅＝｛狓狘狓＞１，狓∈犖｝，那么

犃∩犅等于（　　）．

Ａ．｛１，２，３，４，５｝ Ｂ．｛２，３，４，５｝

Ｃ．｛２，３，４｝ Ｄ．｛狓｜１＜狓≤５，狓∈犚｝

二、解答题

１．设犃＝｛３，５，６，８｝，犅＝｛４，５，７，８｝，求犃∩犅，犃∪犅．

２．犃＝｛狓｜狓是某幼师具有书法等级考核合格证书的学生｝，犅＝｛狓｜

狓是某幼师具有钢琴等级考核合格证书的学生｝，求犃∩犅，犃∪犅．

３．犃＝｛狓狘狓２－４狓－５＝０｝，犅＝｛狓狘狓２＝１｝，求犃∩犅，犃∪犅．

４．犃＝｛狓狘狓＞３｝，犫＝｛狓狘０＜狓＜６｝，求犃∩犅，犃∪犅．

５．已知犃＝｛（狓，狔）狘狔＝１－狓｝，犅＝｛（狓，狔）狘狔＝２狓－２｝，求犃∩犅．

　知识与实践

结合本节所学的集合的基本运算，按以下要求设计一个幼儿园活动：

（１）有两堆积木，一堆是红色的，一堆是正方形的，首先让幼儿将两堆

中既是红色又是正方形的积木取出；

（２）有两堆水果，种类各异，让幼儿回答两堆中一共有几种水果，并每

种取出一个．

通过活动让孩子们初步了解交集和并集的思想．

３．补集

某幼师一年级（１）班要在会议室召开支部大会，召集人要求：请非团员

留在教室自习，其余的人到会议室开会．设

犝＝｛狓｜狓 为某幼师一年级（１）班学生｝，犃＝｛狓｜狓是某幼师一年级

（１）班的团员｝，犅＝｛狓｜狓是某幼师一年级（１）班的非团员｝．

观察集合犝，犃，犅，你能说出它们之间有什么新的关系吗？

容易看出，某幼师一年级（１）班的非团员就是在某幼师一年级（１）班中

除去团员后所留下的同学，即集合犅就是集合犝 中除去集合犃 之后余下

来的集合，也就是说集合犝含有我们研究的集合犃 和集合犅的所有元素，

并且集合犃与集合犅没有公共元素．

一般地 ，如果一个集合含有所研究问题中涉及的所有元素，那么就称

这个集合为全集（ｕｎｉｖｅｒｓｅｓｅｔ），通常记作犝．

设犃犝，由犝中不属于犃 的所有元素组成的集合称为犝 的子集犃

问 题
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的补集（ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙｓｅｔ），记为瓓犝犃（读作犃在犝中的补集），即

瓓犝犃＝｛狓狘狓∈犝且狓犃｝．

瓓犝犃可用图１３５中的阴影部分来表示．

对于问题中的３个集合，显然集合犅是犝的子集犃的补集，即

犅＝瓓犝犃．

在实数范围内讨论问题时，可以把实数集犚看成全集犝，那么，有理数

犙的补集瓓犝犙是全体无理数的集合．

　设犝＝｛狓狘狓是小于８的自然数｝，犃＝｛０，１，２，｝，犅＝｛３，４，５｝，求瓓犝犃，瓓犝犅．

解　根据题意可知犝＝｛０，１，２，３，４，５，６，７｝，所以

瓓犝犃＝｛３，４，５，６，７｝，

瓓犝犅＝｛０，１，２，６，７｝．

　设犝＝｛狓狘狓是三角形｝，犃＝｛狓狘狓是锐角三角形｝，犅＝｛狓狘狓是钝角三

角形｝，求犃∩犅，瓓犝（犃∪犅）．

解　根据三角形的分类可知，

犃∩犅＝，　　　　　　　　　　　　　　　

犃∪犅＝｛狓狘狓是锐角三角形或钝角三角形｝，

瓓犝（犃 ∪犅）＝｛狓狘狓是直角三角形｝．

　设犝＝犚，不等式组
３狓－１＞０

２狓－６≤０
烅
烄

烆
的解集为犃，试求犃及瓓犝犃，并把它们分

别表示在数轴上．

解　犃＝｛狓狘３狓－１＞０且２狓－６≤０｝＝ 狓
１

３
＜狓≤３｛ ｝，

瓓犝犃＝ 狓狓≤
１

３
，或狓＞３｛ ｝，在数轴上分别表示如图１３６所示．

图１３６

　设全集犝 ＝｛１，３，５，７，９｝，犃 ＝｛１，３，狘犪－１１狘｝，犃 犝，

瓓犝犃＝｛５，７｝，求犪．

解　根据题意可知犃＝｛１，３，９｝，有

狘犪－１１狘＝９，

可得犪＝２０或犪＝２．

　１．设犝＝｛狓狘狓是小于９的正整数｝，犃＝｛１，２，３｝，犅＝｛３，４，５，６｝，则

瓓犝犃＝　　　　，瓓犝犅＝　　　　．

２．若犝＝犣，犃＝｛狓狘狓＝２犽，犽∈犣｝，犅＝｛狓狘狓＝２犽＋１，犽∈犣｝，则

图１３５　

例６

例７

例８

例９

练 习
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瓓犝犃＝　　　　，瓓犝犅＝　　　　．

３．设犝 ＝ ｛狓狘狓 是三角形｝，犃 ＝ ｛狓狘狓 是直角三角形｝，则

瓓犝犃＝　　　　．

４．设犝＝｛狓狘狓 是平行四边形或梯形｝，犃＝｛狓狘狓 是平行四边形｝，

犅＝｛狓狘狓是菱形｝，犆＝｛狓狘狓是矩形｝，　求犅∩犆，瓓犝犃．

５．已知犃＝｛１，３，５，７，９｝，瓓犝犃＝｛２，４，６，８｝，瓓犝犅＝｛１，４，６，８，９｝，

求集合犅．

６．已知犝＝｛１，２，狓２－２｝，犃＝｛１，狓｝，求瓓犝犃．

７．已知全集犝＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０｝，犃＝｛１，２，３，４，５｝，

犅＝｛４，５，６，７，８｝，求：（１）犃 ∪犅；（２）犃 ∩犅；（３）瓓犝犃 ∪ 瓓犝犅；

（４）瓓犝犃∩瓓犝犅．　

８．已知集合犃＝｛狓狘３≤狓＜７｝，犅＝｛狓狘２＜狓＜１０｝，求瓓犚（犃∪犅），

瓓犚（犃∩犅），（瓓犚犃）∩犅，犃∪（瓓犚犅）．

　知识与实践

结合本节所学的补集思想，按以下要求开展一个小班幼儿园活动：

准备一筐有红色和绿色两个品种的苹果，问孩子们：“如何将这筐苹果

变成只有红色的苹果呢？”

通过这个活动培养幼儿的逆向思维能力，另一方面，可以在活动最后

的总结中告诉孩子们如何做到，其实就是将原来筐中所有的绿色苹果全部

取出，剩下来的苹果组成的就是老师需要小朋友完成的那个“集合”．通过此

活动让幼儿初步了解补集的求解过程．

１．４　复 习 与 巩 固



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二、回顾与思考

１．集合语言是现代数学的基本语言，你能结合实例选择文字语言、图

形语言、集合语言（列举法、描述法）来描述具体问题吗？

２．集合中的元素必须是确定的、互异的、无序的．你能结合例子来说明

集合的这些基本特征吗？你能根据学习和生活中的情景来构建满足这些

基本要求的集合吗？

３．类比两个实数的关系和运算，你能准确地使用相关术语和符号来表

示元素与集合之间的关系（属于、不属于）吗？来表示两个集合之间的关系

（包含、相等）吗？来进行两个集合间的运算（交、并、补）吗？

复习参考题

　１．下列各组对象中可以构成集合的是（　　）．

Ａ．数学中的难题

Ｂ．比较接近０的数的全部

Ｃ．大于５的奇数

Ｄ．著名的音乐家

２．以下７个关系：

（１）槡５犚；（２）０．８∈犙；（３）０；（４）５∈｛（５，５）｝；

（５）｛６｝∈｛偶数｝；（６）｛１，２，３｝＝｛３，１，２｝；

（７）｛１，２｝＝｛（１，２）｝．

其中正确的个数是（　　）．

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．４ Ｄ．３

３．给出以下命题：

（１）空集没有子集；（２）空集是任何集合的真子集；（３）任何集合必须

有两个或两个以上的子集；（４）狓２＋４＝４狓的解集可表示为｛２，２｝．

其中正确命题的个数是（　　）．

Ａ．１ Ｂ．３ Ｃ．０ Ｄ．２

４．设犃，犅是全集犝的两个真子集，且犃犅，则以下成立的是（　　）．

Ａ．瓓犝犃瓓犝犅 Ｂ．瓓犝犃∪瓓犝犅＝犝

Ｃ．瓓犝犃∩瓓犝犅＝ Ｄ．瓓犝犃∩犅＝

５．以下命题中正确的有几个（　　）．

（１）某校２００５年参加全国公共英语三级考核的同学组成了一个集合；

（２）某幼师比较聪明的女生组成了一个集合；

（３）因为集合｛１，２｝中的元素是１，２，所以１，２也可构成集合｛１，２，

１，２｝；

（４）任何一个集合都有真子集；

（５）犃犅，若犪犅，则犪犃．

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．３

６．已知犃＝｛狓狘狓是正方形｝，犅＝｛狓狘狓是菱形｝，犆＝｛狓狘狓是矩形｝，

求：

（１）犃∩犅； （２）犃∪犅；

犃组
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（３）犅∩犆； （４）犃∪犆．

７．在图１４１中用阴影表示：

（１）犃∩瓓犝犅；　 （２）（瓓犝犃∩犅）∪［（瓓犝犅）∩犃］；　 （３）瓓犝（犃∩犅）．

图１４１

８．已知犃＝｛狓狘狓＜３｝，犅＝｛狓狘狓＞１｝，求犃∪犅，犃∩犅．

９．已知集合犕＝｛１，４｝，犖＝｛犪２，犪犫｝，若犕＝犖，求实数犪的值．

１０．已知犃＝｛－２，３狓＋１，狓２｝，犅＝｛狓－４，１－狓，１６｝，且犃∩犅＝｛１６｝，

求狓的值．

　１１．已知集合犝＝犚，犃＝｛狓狘狓≤６｝，求：

（１）犃∩，犃∪； （２）犃∩犚，犃∪犚；

（３）瓓犝犃； （４）犃∪瓓犝犃，犃∩瓓犝犃．

１２．设集合 犝 ＝ ｛狓 狘狓狘＜ １２｝，犃 ＝ ｛狓 －１０≤狓≤－１｝，犅 ＝

｛狓 狘狓狘≤４｝，求犃∪犅，犃∩犅 ，犃∩瓓犝犅，瓓犝犃∪瓓犝犅．

１３．若犃＝｛－３，１－２犪｝，犅＝｛犪－５，１－犪，９｝，且犃∩犅＝｛９｝，求犪

的值．

１４．已知集合犃＝｛狓狘犪狓２＋２狓＋１＝０，犪∈犚｝中只有一个元素，求犪

的值．

１５．若方程狓２－狆狓＋１５＝０与方程狓
２
＋５狓＋狇＝０的解集分别是犕和犖，

且犕 ∩犖＝｛３｝，求狆和狇的值．

１６．设犃＝｛狓狘狓２－３狓＋２＝０｝，犅＝｛狓狘狓２－犪狓＋２＝０｝，若犃∪犅＝犃，

求实数犪．

　１７．已知集合犃＝｛狓狘狕≤狓≤８｝，犅＝｛狓狘狓＞犪｝若犃∩犅＝，则犪

的取值范围是　　　　．

１８．１０名学生组成一个小组，在某次期中考试时，组内有８名同学数学成绩

优秀，有５名同学语文成绩优秀．语文、数学成绩双优的同学可能有

几位？

第１７题解题参考
　　　　　　

第１８题解题参考

犅组

犆组
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第二单元　不 等 式

２．１　不等关系

２．２　一元二次不等式

２．３　含绝对值的不等式

２．４　不等式的解法举例

２．５　基本不等式及其应用

２．６　复习与巩固
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２．１　不 等 关 系




（１）商家经销一批苹果，进价每千克１．５元，运费是每千克０．０２元，销

售中估计有５％的苹果正常损耗．问商家把销售价至少定为多少，就能避免

亏本？

（２）建筑学规定，民用住宅的窗户面积必须小于地板面积，但按采光标

准，窗户面积与地板面积的比应不小于１０％，并且这个比越大，住宅的采光

条件越好．问同时增加相同的窗户面积与地板面积，住宅的采光条件是否变

好了？

（３）某杂志单价２元时，发行量为１０万册，经过调查，若单价每提高

０．２元，发行量就减少５０００册，要使杂志社的销售收入大于２２．４万元，单价

应定在怎样的范围内？

（４）要在长为８ｍ、宽为６ｍ的长方形场地上进行绿化，如图２１１所

示，要求四周种花卉（花卉带的宽度相同），中间作为草坪，要求草坪面积不

少于总面积的一半，则花卉带宽度的范围应为多少？

分析　（１）设销售定价为狓（元／千克），将各种关系列表，如表２１１

所示．

表２１１

购进价格 购进总量 运　　费 损　耗 销售定价 销售总量

１．５（元／千克） 犪（千克） ０．０２（元／千克）５％犪（千克）狓（元／千克）犪－５％犪（千克）

　　商家不亏本，必须满足销售的总收入不小于总支出．即有

犪（１－５％）狓≥１．５犪＋０．０２犪．

像这样用不等号连接起来的数量关系叫不等关系．

（２）设原住宅的窗户面积与地板面积分别为犪，犫（平方单位），同时增

加的面积为犿（平方单位）．依题意，有０＜犪＜犫＜１０犪，犿＞０．

于是，我们要判断比值
犪＋犿

犫＋犿
是否变大，即是判断不等式

犪＋犿

犫＋犿
＞
犪

犫

是否成立．

（３）设杂志的单价提高狓元，则发行量减少０．５×
狓

０．２
＝
５

２
狓（万册）．

问 题

图２１１

复
旦
大
学
出
版
社
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据题意，（２＋狓）１０－
５

２
狓（ ）＞２２．４，即５狓２－１０狓＋４．８＜０．

如果设花卉带的宽度为狓ｍ，由题意得：

（８－２狓）·（６－２狓）≥
１

２
×（８×６）， ①

化简，可得 狓２－７狓＋６≥０． ②

怎样解上述不等式？

上面的例子说明，我们可以利用不等式（组）来刻画不等关系．

　
你能举一些生活中蕴涵不等关系的例子吗？

　将下列问题转化为数学模型（不求解）：

１．有一批货物的成本为犪元，如果本月初出售，可获利１００元，然后可将

本利都存入银行，已知银行月息为２％；如果下月初出售，可获利１２０

元，但要付５元保管费，试问是本月初出售还是下月初出售好？并说

明理由．

２．某商品进货单价为４０元，若按５０元一个销售，能卖出５０个．若销售单价

每涨１元销售量就减少一个，为了获得最大利润，该商品的最佳销售价

为多少元？

３．某车间进行优化劳动组合后，提高了工作效率，每人一天多做１０个零

件，这样８个工人一天做的零件超过了２１６个．后来又进行了技术革新，

每人一天又多做了２８个零件，这样他们４个人一天所做的零件就超过

了优化劳动组合前１２个人一天所做的零件，问他们进行了技术革新后

的生产效率是优化劳动组合前的几倍？

４．东风商场文具部的某种毛笔每支售价２５元，书法练习本每本售价５元，

该商场为促销制定了两种优惠办法．

甲：买一支毛笔就赠送一本书法练习本；

乙：按购买金额打九折．

某校欲为校书法兴趣小组购买这种毛笔１０支，书法练习本狓

（狓≥１０）本．写出每种优惠办法实际付款金额狔甲（元）、狔乙（元）与狓（本）

之间的关系式．

　知识与实践

结合本节所学知识，以幼儿园“１０以内加减法”这一知识为基础设计一

个幼儿园数学活动，帮助幼儿初步了解数的大小及不等关系．

思 考
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　　　第二单元　不 等 式
１８　　　

２．２　一元二次不等式




２．１节的问题（４）中，我们得到不等式狓２－７狓＋６≥０，像这样只含

有一个未知数，并且未知数的最高次数是２的不等式叫做一元二次不

等式．

一元二次不等式的一般形式是犪狓２＋犫狓＋犮＞０（犪≠０）或犪狓
２
＋

犫狓＋犮＜０（犪≠０）．

现在，我们来研究一元二次不等式的解法．

为此，先探索一元二次不等式和对应的一元二次方程及对应的二次函

数之间的内在联系．

观察图２２１，可以看出，一元二次不等式犪狓２＋犫狓＋犮＜０（犪＞０）

的解集｛狓狘犪狓２＋犫狓＋犮＜０（犪＞０）｝就是二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的

图像（抛物线）上位于狓轴下方的点（狓，狔）的横坐标狓的集合．

类似地，犪狓２＋犫狓＋犮＞０（犪＞０）的解集｛狓狘犪狓
２
＋犫狓＋犮＞０

（犪＞０）｝就是函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的图像上位于狓轴上方的点（狓，狔）的

横坐标狓的集合．

因此，求解一元二次不等式可以先解相应的一元二次方程，确定

抛物线与狓轴的交点的横坐标，再根据图像写出一元二次不等式的

解集．

现在我们来解不等式狓２－７狓＋６≥０．

第一步　解方程狓
２
－７狓＋６＝０，得狓１＝１，狓２＝６；

第二步　画出抛物线狔＝狓
２
－７狓＋６的草图，如图２２２所示；

第三步　根据抛物线的图像，可知狓２－７狓＋６≥０的解集为

｛狓狘狓≤１或狓≥６｝．

但实际问题告诉我们，狓表示矩形的宽度，因此有

狓＞０，

８－２狓＞０，

６－２狓＞０．

烅

烄

烆

解得０＜狓＜３．

所以，不等式狓２－７狓＋６≥０的解集为

狓∈｛狓狘狓≤１或狓≥６｝∩｛狓狘０＜狓＜３｝＝｛狓狘０＜狓≤１｝．

问 题

图２２１

图２２２
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２．２　一元二次不等式　　　　
１９　　　

这就是说，花卉带的宽度应在不超过１ｍ的范围之内．

　解下列不等式：

（１）２狓２－３狓－２＞０；　　　　　　　（２）４狓
２
－４狓＋１＞０；

（３）－狓２＋２狓－３＞０；　　　　　　　（４）－３狓
２
＋６狓＞２．

解　（１）因为Δ＝（－３）２－４×２×（－２）＞０，方程２狓
２
－３狓－２＝０的

解是狓１＝－
１

２
，狓２＝２．

根据函数狔＝２狓
２
－３狓－２的图像可知，不等式的解集是｛狓狓＜－１２

或狓＞２｝，如图２２３所示．

（２）Δ＝（－４）２－４×４×１＝０，方程４狓２－４狓＋１＝０的解是狓１＝狓２＝

１

２
．根据函数狔＝４狓

２
－４狓＋１的图像可知，不等式的解集是 狓狓≠

１

２｛ ｝，
如图２２４所示．

（３）将不等式整理，得狓２－２狓＋３＜０．

因为Δ＝ （－２）２－４×１×３＜０，方程狓
２
－２狓＋３＝０无实数解，根

据函数狔＝狓
２
－２狓＋３的图像可知，不等式的解集是空集，如图２２５

所示．

（４）将不等式整理，得３狓２－６狓＋２＜０．

因为Δ＝（－６）２－４×３×２＞０，方程３狓
２
－６狓＋２＝０的解是

狓１＝１－
槡３

３
，狓２＝１＋

槡３

３
．

根据函数狔＝３狓
２
－６狓 ＋２的图像可知，原不等式的解集是

狓 １－
槡３

３
＜狓＜１＋

槡３

３｛ ｝，如图２２６所示．

　解不等式５狓
２
－１０狓＋４．８＜０．

解　解方程５狓２－１０狓＋４．８＝０，得狓１＝０．８，狓２＝１．２；画出抛物线狔＝

５狓２－１０狓＋４．８的草图，如图２ ２ ７所示．根据抛物线的图像，可知

５狓２－１０狓＋４．８＜０的解集为｛狓狘０．８＜狓＜１．２｝．

根据例２，我们可以回答２．１节的问题（３），要使杂志社的销售收入大

于２２．４万元，单价应定在２．８元与３．２元之间．

一般地，当犪＞０时，我们有表２２１．

例１

图２２３

图２２４

图２２５

图２２６

例２

图２２７
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　　　第二单元　不 等 式
２０　　　

表２２１

判别式Δ＝犫
２
－４犪犮 Δ＞０ Δ＝０ Δ＜０

犪狓２＋犫狓＋

犮＝０的根

有两个相异的实根

狓１，狓２（狓１＜狓２）

有两个相同的实根

狓１＝狓２＝－
犫

２犪

没有实数根

二次函数

狔＝犪狓
２
＋

犫狓＋犮的图像

犪狓２＋犫狓＋

犮＞０的解集

（－∞，狓１）∪
（狓２，＋∞）

－∞，－
犫

２犪（ ）∪
－
犫

２犪
，＋∞（ ）

犚

犪狓２＋犫狓＋

犮＜０的解集
（狓１，狓２）  

　１．解下列不等式：

（１）（狓＋２）（狓－３）＜０；　　　　　（２）狓（狓－２）＜０；

（３）（狓－１）（狓＋１）≥０； （４）（１－狓）（１＋狓）≥０．

２．解不等式：

（１）２狓２－５狓＋３＜０； （２）３狓２－狓－４＞０；

（３）２狓２－４狓＋３≤０； （４）９狓２－６狓＋１≥０．

３．解下列不等式：

（１）狓２－３狓≤１５； （２）１－４狓２＞４狓＋２；

（３）１－３狓＜狓
２； （４）（狓＋３）（狓－５）＞２狓－１．

４．狓是什么实数时，函数狔＝－狓２＋５狓＋１４的值分别为：

（１）零；　　　　（２）正数；　　　　（３）负数．

５．求下列函数的定义域：

（１）狔＝ｌｇ（狓２－３狓＋２）； （２）狔＝ １２＋狓－狓槡 ２．

６．制作一个高为２０ｃｍ的长方体容器，底面矩形的长比宽多１０ｃｍ，并且容

积不小于４０００ｃｍ３．试问底面矩形的宽至少应为多少？

７．已知犝＝犚，且犃＝｛狓狘狓２＋３狓＋２＜０｝，犅＝｛狓狘狓
２
－４狓＋３≥０｝．

求：

（１）犃∩犅；（２）犃∪犅；（３）瓓犝（犃∩犅）；（４）（瓓犝犃）∪（瓓犝犅）．
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２．３　含绝对值的不等式　　　　
２１　　　

２．３　含绝对值的不等式




　　当实际问题化为不等关系（不等式或不等式组）时，要解决这些实际问

题，首先要会解不等式（或证明不等式）．下面我们就来研究常见的一些不等

式的解法．

按商品质检部门规定，商店出售的标明２０ｋｇ的大米，其实际重量与标

明重量的误差不超过０．２５ｋｇ，现有某品牌大米，其单价为每千克３元，则一

袋该品牌大米的实际重量可能为多少？

假设一袋大米的实际重量为狓ｋｇ，那么，狓应满足

狓－２０≤０．２５，

２０－狓≤０．２５．
烅
烄

烆

由绝对值的意义，这个结果也可表示为

狘狓－２０狘≤０．２５．

像这样含有绝对值且绝对值符号内含有未知数的不等式叫做绝对值

不等式．

那么，怎样解绝对值不等式呢？我们从简单的情况入手，先来解不等

式狘狓狘＜３．

由绝对值的几何意义可知，不等式狘狓狘＜３表示数轴上到原点的距离

小于３的点的集合，在数轴上表示如图２３１所示．所以，不等式狘狓狘＜３

的解集是

｛狓狘－３＜狓＜３｝．

图２３１

类似地，不等式狘狓狘＞３的解集表示数轴上到原点的距离大于３

的点的集合，在数轴上表示如图２３２所示，所以，不等式狘狓狘＞３的

解集是

问 题
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　　　第二单元　不 等 式
２２　　　

｛狓狘狓＜－３或狓＞３｝．

图２３２

一般地，不等式｜狓｜＜犮（犮＞０）的解集是

｛狓狘－犮＜狓＜犮｝， （１）

不等式狘狓狘＞犮（犮＞０）的解集是

｛狓∣狓＜－犮或狓＞犮｝． （２）

　
当犮＜０时，不等式狘狓狘＜犮与狘狓狘＞犮的解集分别是什么？

　解下列不等式：

（１）狘２狓－３狘＜２；　　　　（２）狘３狓＋２狘≥４．

解　（１）原不等式即为

－２＜２狓－３＜２，

所以 －２＋３＜２狓＜２＋３，

即 １＜２狓＜５．

因此
１

２
＜狓＜

５

２
．

所以，原不等式的解集是 狓
１

２
＜狓＜

５

２｛ ｝．
（２）原不等式即为

３狓＋２≤－４或３狓＋２≥４，

整理得

狓≤－２或狓≥
２

３
．

所以，原不等式的解集是 狓狓≤－２或狓≥
２

３｛ ｝．

　解不等式１＜狘２狓＋１狘≤３．

分析　本题实际上是两个绝对值不等式的问题，可分别解出，再求出

交集．

解　原不等式等价于
狘２狓＋１狘＞１，

狘２狓＋１狘≤３．
烅
烄

烆

由狘２狓＋１狘＞１，解得狓＜－１或狓＞０；

由狘２狓＋１狘≤３，解得－２≤狓≤１．

思 考

例１

例２
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２．３　含绝对值的不等式　　　　
２３　　　

所以，原不等式的解集为｛狓狘－２≤狓＜－１或０＜狓≤１｝．

这个不等式的解集可以在数轴上表示，如图２３３所示．

图２３３

　
１＜狘２狓＋１狘≤３还有其他解法吗？能将其化为不含绝对值符号的不

等式吗？

　解下列不等式：

（１）狘２狓－４狘＜狓－１； （２）狘２狓－４狘＞狓－１．

分析　把２狓－４看成一个整体，则所要求解的不等式可化为基本类型

的绝对值不等式．

解　（１）由绝对值的意义，对于任何实数狓都有狘２狓－４狘≥０，又

狘２狓－４狘＜狓－１，所以必有狓－１＞０，从而

狘２狓－４狘＜狓－１－（狓－１）＜２狓－４＜狓－１．

化简，得

狓＞１，

５

３
＜狓＜３．

烅

烄

烆

所以原不等式的解集是 狓
５

３
＜狓＜３｛ ｝．

（２）①当狓－１≤０，即狓≤１时，因为狘２狓－４狘≥０，所以原不等式显

然成立，此时不等式解为狓≤１．

②当狓－１＞０，即狓＞１时，原不等式可化为

２狓－４＜－（狓－１）或２狓－４＞狓－１，

解得狓＜
５

３
或狓＞３．

根据狓＞１可知，此时不等式的解为１＜狓＜
５

３
或狓＞３．

综合①、②可知，原不等式的解集为

狓狘狓≤１｛ ｝∪ 狓 １＜狓＜
５

３
或狓＞３｛ ｝＝ 狓狓＜５３或狓＞３｛ ｝．

　１．解下列不等式组：

（１）
２狓＋１＞３狓－６，

３（狓＋１）＜５狓－７；
烅
烄

烆
　　　　（２）

３狓＋２＞２（狓－１），

４狓－３≤２狓－２；
烅
烄

烆

（３）

－２狓－１

３
＜１，

３狓－１

２
＞狓＋

３

２
；

烅

烄

烆

（４）

狓

２
＞
狓＋１

５
，

２狓－１

５
＞
狓＋１

２
．

烅

烄

烆

思 考

例３
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　　　第二单元　不 等 式
２４　　　

２．解下列不等式：

（１）狘２狓＋３狘≤１； （２）狘６狓－１狘＞２；

（３）∣８－３狓∣≤１３； （４）４狓＋
１

６
≥３．

３．解下列不等式：

（１）１≤∣３狓＋４∣≤６； （２）∣３狓－４∣＜２狓＋１．

２．４　不等式的解法举例




我们已经学习过一元一次不等式、一元二次不等式和简单的绝对值不

等式的解法，对一些较复杂的不等式，如何将求解问题转化为上述３类不

等式来解呢？

　解不等式狘狓
２
－５狓＋５狘＜１．

分析　不等式狘狓狘＜犪（犪＞０）的解集是｛狓狘－犪＜狓＜犪｝，因此，这

个不等式可化为

－１＜狓
２
－５狓＋５＜１，

即
狓２－５狓＋５＜１，

狓２－５狓＋５＞－１．
烅
烄

烆

解这个不等式组，其解集就是原不等式的解集．

解　原不等式可化为

－１＜狓
２
－５狓＋５＜１，

即
狓２－５狓＋５＜１，

狓２－５狓＋５＞－１．
烅
烄

烆

①

②

解不等式①，得解集｛狓狘１＜狓＜４｝．

解不等式②，得解集｛狓狘狓＜２或狓＞３｝．

原不等式的解集是不等式①和不等式②的解集的交集，即

｛狓狘１＜狓＜４｝∩｛狓狘狓＜２或狓＞３｝＝

｛狓狘１＜狓＜２或３＜狓＜４｝．

　解不等式
１

狓＋１
＞２．

问 题

例１

例２
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２．５　基本不等式及其应用　　　　
２５　　　

解　
１

狓＋１
＞２

２狓＋
１

２（ ）
狓＋１

＜０

狓＋
１

２

狓＋１
＜０，

根据商的符号法则可知，原不等式又等价于

狓＋
１

２（ ）（狓＋１）＜０．

从而，原不等式的解集为 狓 －１＜狓＜－
１

２｛ ｝．

　１．判断下列说法是否正确：

（１）不等式
狓＋１

狓＋２
＜０与不等式狓

２
＋３狓＋２＜０的解集相同；

（２）不等式
２－狓

２＋狓
＜０与不等式狓

２
－４＞０的解集相同．

２．解下列不等式：

（１）０＜狓
２
－狓－２＜４； （２）－２＜狓

２
－５狓－６＜２狓．

３．解下列不等式：

（１）狘４狓２－１０狓－３狘＜３； （２）狘５狓－狓２狘＞６．

４．解不等式
１

狓
＞狓．

５．求函数狔＝ 狓２＋狓－槡 １２＋ ４９－狓槡 ２ 的定义域．

　知识与实践

根据所学的知识，设计比较幼儿园小朋友身高或体重的活动方案．

２．５　基本不等式及其应用




　　在许多实际问题中，经常用到不等式来求一些具体问题的最大值与最

小值．最常用的是下面的定理．

定理　如果犪，犫是正数，那么
犪＋犫

２
≥槡犪犫（当且仅当犪＝犫时，取

“＝”）．

下面我们来证明这个定理．

证法１　因为犪，犫是正数，所以


式中，符号“”表示

“等价于”．
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　　　第二单元　不 等 式
２６　　　

犪＋犫

２
－槡犪犫＝

１

２
［（槡犪）２＋（槡犫）２－２槡犪犫］

＝
１

２
（槡犪－槡犫）２≥０，

即
犪＋犫

２
≥槡犪犫．

当且仅当槡犪＝槡犫，即犪＝犫时，取“＝”．

证法２　对于正数犪，犫，要证

犪＋犫

２
≥槡犪犫，

只要证 犪＋犫≥２槡犪犫，

犪＋犫－２槡犪犫≥０，

（槡犪－槡犫）２≥０．

因为最后一个不等式成立，所以
犪＋犫

２
≥槡犪犫．

当且仅当犪＝犫时，取“＝”．

证法３　对于正数犪，犫，

（槡犪－槡犫）２≥０，

即 犪＋犫－２槡犪犫≥０，

犪＋犫≥２槡犪犫，

犪＋犫

２
≥槡犪犫．

当且仅当犪＝犫时，取“＝”．

如果犪，犫是正数，那么
犪＋犫

２
≥ 犪·槡 犫（当且仅当犪＝犫时，取“＝”）．显

然，当且仅当犪＝犫时，犪·槡 犫＝
犪＋犫

２
．

我们把
犪＋犫

２
叫做犪，犫的算术平均值，槡犪犫叫做犪，犫的几何平均值，不

等式
犪＋犫

２
≥槡犪犫叫做平均值不等式，或称为基本不等式．

现给出基本不等式的一种几何解释，如图２５１所示．

以犪＋犫长的线段为直径作圆，在直径犃犅 上取点犆，使犃犆＝犪，

犆犅＝犫．过点犆作垂直于直径犃犅的弦犇犇′，连接犃犇，犇犅，易证

Ｒｔ△犃犆犇∽Ｒｔ△犇犆犅，

那么 犆犇２＝犆犃·犆犅，

即 犆犇＝槡犪犫．图２５１
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２．５　基本不等式及其应用　　　　
２７　　　

这个圆的半径为
犪＋犫

２
，显然，它大于或等于犆犇，即

犪＋犫

２
≥槡犪犫，

其中当且仅当点犆与圆心重合时，即当犪＝犫时，等号成立．

　设犪，犫为正数，证明下列不等式成立：

（１）
犫

犪
＋
犪

犫
≥２；　　　　（２）犪＋

１

犪
≥２．

证明　（１）因为犪，犫为正数，所以
犫

犪
，
犪

犫
也为正数，由基本不等式，得

犫

犪
＋
犪

犫
≥２

犫

犪
·
犪

犫槡 ＝２，

所以，原不等式成立．

（２）因为犪，
１

犪
均为正数，由基本不等式，得

犪＋
１

犪
≥２ 犪·

１

犪槡 ＝２，

所以，原不等式成立．

　已知狓，狔都是正数，求证：

（１）如果积狓·狔＝犘（定值），那么当狓＝狔时，和狓＋狔有最小值

２槡犘；

（２）如果和狓＋狔＝犛（定值），那么当狓＝狔时，积狓·狔有最大值
１

４
犛２．

证明　因为狓，狔都是正数，所以
狓＋狔

２
≥ 狓·槡 狔．

（１）积狓·狔＝犘（定值）时，有狓＋狔≥２槡犘．

当且仅当狓＝狔时，上不等式中的“＝”成立，因此，当狓＝狔时，和狓＋狔

有最小值２槡犘．

（２）和狓＋狔＝犛（定值）时，有 狓·槡 狔 ≤
犛

２
，即

狓·狔≤
１

４
犛２．

当且仅当狓＝狔时，上不等式中的“＝”成立，因此，当狓＝狔时，积狓·狔

有最大值
１

４
犛２．

基本不等式在实际问题中有着广泛的应用．

　把一条长是犾的铁丝截成两段，各围成一个正方形，怎样截使得这两个正方

形的面积之和最小？

例１

例２

例３
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　　　第二单元　不 等 式
２８　　　

解　设截成的两段长度分别为狓，狔，则狓＋狔＝犾（定值），再设犛为这

两个正方形的面积之和，有

犛＝
狓

４（ ）
２

＋
狔

４（ ）
２

＝
１

４
（狓２＋狔２）≥

１

４
·２·

狓＋狔

２（ ）
２

＝
１

８
犾２．

当且仅当狓＝狔＝
犾

２
时取等号，此时犛ｍｉｎ＝

１

８
犾２．

答　把铁丝截成相等的两段，各围成的正方形面积之和最小．

　某工厂建造一个无盖的长方体贮水池，其容积为４８００ｍ
３，深度为３ｍ，如

果池底每１ｍ２的造价为１５０元，池壁每１ｍ２的造价为１２０元，怎样设计水

池能使总造价最低？最低总造价为多少元？

解　设总造价为狔元，池底的一边长为狓ｍ，则另一边长为
４８００

３狓
ｍ，

即
１６００

狓
ｍ．

狔＝１５０狓·
１６００

狓（ ）＋２×１２０×３× 狓＋１６００狓（ ）

＝１５０×１６００＋７２０狓＋
１６００

狓（ ）．

因为 狓＋
１６００

狓
≥ 槡２ １６００＝８０（当狓＝４０时，取“＝”），

所以 狔≥１５０×１６００＋７２０×８０＝２９７６００（元）．

答　当水池设计成底面边长为４０ｍ的正方形时，总造价最低，为

２９７６００元．

　１．求证：
犪＋犫

２（ ）
２

≤
犪２＋犫

２

２
．

２．已知犪，犫都是正数，且犪≠犫，求证：
２犪犫

犪＋犫
＜槡犪犫．

３．已知狓，狔都是正数，求证：

（１）狓＋
１

狓
≥２；　　　　　　　（２）

狔

狓
＋
狓

狔
≥２．

４．已知狓≠０，当狓取什么值时，狓
２
＋
８１

狓２
的值最小？最小值是多少？

５．已知狓＞０，求２－３狓－
４

狓
的最大值．

６．用一段长为犔ｍ的篱笆围成一个一边靠墙的矩形菜园，问这个矩形的

长、宽各为多少时，菜园的面积最大？最大值是多少？

７．某工厂建一座平面图为矩形且面积为２００ｍ２ 的三级污水处理池，如

图２５２所示，如果池外圈周壁建造单价为每米４００元，中间两条隔墙建

造单价为每米２４８元，池底建造单价为每平方米８０元，池壁的厚度忽略

不计．试设计污水池的长和宽，使总造价最低，并求出最低造价．

例４
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２．６　复习与巩固　　　　
２９　　　

　知识与实践

若犪，犫是正数，利用所学的知识探讨正数
犪＋犫

２
，槡犪犫，

２

１

犪
＋
１

犫

的

大小．

２．６　复 习 与 巩 固




一、知识结构

问题情景

↓


不等关系

↓


绝对值不等式





→

↓




二次不等式 





←

↓




基本不等式

↓


实际问题

二、回顾与思考

１．不等关系是刻画客观事物的基本数量关系之一，你能结合生活中实

例找出不等关系吗？

２．根据绝对值不等式、一元二次不等式的解法，你能总结出解不等式

的过程实质上是运用不等式的性质进行同解变形的过程，所以在解不等式

时一定要注意每一步变形必须是同解变形，每一步转化都必须是等价转化

吗？你能否将这种思想运用在实际的解题过程中？

３．不等式是研究不等关系的数学工具，你能否利用不等式解决简单的

实际问题？以后我们还会遇到大量的不等式问题，相信你一定会数学地思

考身边的实际问题！

复习参考题

　１．不等式狘狓－２狘＞－１的解集是（　　）．

　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ａ．　　 Ｂ．｛狓狘狓＜１或狓＞３｝

Ｃ．｛狓狘１＜狓＜３｝　　 Ｄ．犚

２．若０＜犪＜１，则不等式（狓－犪）·狓－
１

犪（ ）＜０的解集是（　　）．
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　　　第二单元　不 等 式
３０　　　

Ａ．狓犪＜狓＜
１

犪｛ ｝　　 Ｂ．狓狓＞
１

犪
或狓＜犪｛ ｝

Ｃ．狓
１

犪
＜狓＜犪｛ ｝　　 Ｄ．狓狓＜

１

犪
或狓＞犪｛ ｝

３．不等式
１－狓

４狓－３
≤０的解集是（　　）．

Ａ．狓狓≤
３

４
或狓≥１｛ ｝　　 Ｂ．狓

３

４
≤狓≤１｛ ｝

Ｃ．狓狓＜
３

４
或狓≥１｛ ｝　　 Ｄ．狓

３

４
＜狓≤１｛ ｝

４．设狓＞狔＞０，则下列各式中正确的是（　　）．

Ａ．狓＞
狓＋狔

２
＞ 狓槡狔 ＞狔　　Ｂ．狔＞

狓＋狔

２
＞ 狓槡狔 ＞狓

Ｃ．狓＞
狓＋狔

２
＞狔＞ 狓槡狔 　　Ｄ．狔＞

狓＋狔

２
≥ 狓槡狔 ＞狓

５．求下列不等式的解集，并在数轴上把它表示出来：

（１）∣２狓＋３∣≥５； （２）∣５－３狓∣＜２．

６．解下列不等式：

（１）狓２＋２狓－２４≤０； （２）狓２－４狓＋５＜０；

（３）２狓２－狓－６＞０； （４）４狓２＋４狓＋１＞０．

７．求下列函数的定义域：

（１）狔＝ｌｏｇ２（狓２－狓－２）； （２）狔＝
狓－４

狓＋４槡 ．

８．解下列不等式：

（１）１＜狘狓－３狘＜５； （２）狘狓２－３狓－４狘＜６．

９．某商品进货单价为４０元，若按５０元一个销售，能卖出５０个．若销售单

价每涨价１元销售量就减少一个，为获得最大利润，该商品的最佳售价

为多少元？

１０．某种植物适宜生长在温度为１８℃～２０℃的山区．已知山区海拔每升高

１００ｍ，气温下降０．５５℃．现测得山脚下的平均气温为２２℃，将该植物种

在山区多高处为宜？

　１１．犽为何值时，函数狔＝犽狓
２
－（犽－８）狓＋１的值总大于零？

１２．求函数狔＝狓＋
１６

狓＋２
，狓∈（－２，＋∞）的最小值．

１３．解下列不等式：

（１）２＜狘２狓－５狘＜７；

（２）狘狓２－３狓狘＞４．

１４．已知狓，狔∈犚＋，且狓狔＝２，求２狓＋狔的最小值．

１５．若ｌｇ狓＋ｌｇ狔＝２，求
１

狓
＋
１

狔
的最小值．

１６．设狓＞０，求狔＝３－３狓－
１

狓
的最大值．
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２．６　复习与巩固　　　　
３１　　　

　１７．设ｌｏｇ犪
３

４
＞１，则实数犪的取值范围是　　　　　　．

１８．解不等式
３狓２－４狓－２３

狓２－９
＞２．

第１７题解题参考
　　　　　　

第１８题解题参考

犆组

复
旦
大
学
出
版
社



复
旦
大
学
出
版
社



第三单元　函　　数
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３．１　函 数 的 概 念




在初中我们已经学习过函数的概念，现在将进一步学习函数及其构成

要素，下面先看几个实例．

（１）一枚炮弹发射后，经过２６ｓ落到地面击中目标．炮弹的射高（射高

是指斜抛运动中物体飞行轨迹最高点的高度）为８４５ｍ，且炮弹距地面的高

度犺（单位：ｍ）随时间狋（单位：ｓ）变化的规律是

犺＝１３０狋－５狋
２． ①

这里，炮弹飞行时间狋的变化范围是数集犃＝｛狋０≤狋≤２６｝，炮弹距

地面高度犺的变化范围是数集犅＝｛犺０≤犺≤８４５｝．从问题的实际意义

可知，对于数集犃中的任意一个时间狋，按照对应关系①，在数集犅中都有

唯一确定的高度犺和它对应．

（２）图３１１为某市一天２４ｈ的气温变化图．

图３１１

根据图３ １ １中的曲线可知，时间狋的变化范围是数集犃 ＝

｛狋０≤狋≤２４｝，气温的变化范围是数集犅＝｛θ －２≤θ≤９｝，并且，对

于数集犃中的每一个时刻狋，按照图中曲线，在数集犅 中都有唯一确定的

温度θ和它对应．

（３）估计人口数量变化趋势是我们制定一系列相关政策的依据．从人

口统计年鉴中可以查得我国从１９４９年至２０１５年以及２０１９年人口数据资

料如表３１１所示．

表３１１

年　份 １９４９１９５５１９６０１９６５１９７３１９７９１９８５１９９１１９９７２００３２００９２０１５２０１９

人口数／
百万 ５４２ ６１４ ６６２ ７２５ ８９２ ９７５１０５８１１５８１２３６１２９２１３３４１３７５１４００
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３．１　函数的概念　　　　
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　　请你仿照（１）、（２）描述表３１１中人口数量和时间的关系．

以上３个实例，它们有什么共同特点？

上述例子的共同特点如下：变量之间的关系都可以描述为：对于数集

犃中的每一个狓，按照某种对应关系犳，在数集犅中都有唯一确定的狔和狓

对应．

一般地，我们有：

设犃，犅是两个非空的数集，如果按照某种确定的对应关系犳，使对于

集合犃中的任意一个数狓，在集合犅中都有唯一确定的数狔和狓对应，那

么就称犳为从集合犃到集合犅的一个函数，记作

狔＝犳（狓），狓∈犃，　或犳：犃→犅，

其中，集合犃叫做函数的定义域；与狓的值相对应的狔的值叫做函数值，函

数值的集合｛犳（狓）狓∈犃｝叫做函数的值域．

我们所熟悉的一次函数狔＝３狓＋２的定义域是犚，值域也是犚．对于犚

中的任意一个数狓，在犚中都有唯一一个数狔＝３狓＋２和狓对应．

二次函数狔＝狓
２
＋２狓＋３的定义域是犚，值域是狔｛ 狔≥２｝．对于犚中

的任意一个数狓，在值域中都有唯一一个数狔＝狓２＋２狓＋３和狓对应．

　反比例函数狔＝
１

狓
的定义域、对应关系和值域各是什么？

研究函数时常用到区间的概念．

设犪，犫是两个实数，而且犪＜犫．我们规定：

（１）满足不等式犪≤狓≤犫的实数狓的集合叫做闭区间，记为［犪，犫］；

（２）满足不等式犪＜狓＜犫的实数狓的集合叫做开区间，记为（犪，犫）；

（３）满足不等式犪≤狓＜犫或犪＜狓≤犫的实数狓的集合叫做半开半

闭区间，分别记为［犪，犫），（犪，犫］．

这里的实数犪与犫都叫做相应区间的端点．

表３１２

集　　　合 名　称 记　号 数 轴 表 示

｛狓狘犪≤狓≤犫｝ 闭区间 ［犪，犫］

｛狓狘犪＜狓＜犫｝ 开区间 （犪，犫）

｛狓狘犪≤狓＜犫｝ 半开半闭区间 ［犪，犫）

｛狓狘犪＜狓≤犫｝ 半开半闭区间 （犪，犫］

　　在数轴上表示区间，用实心点表示包括在区间内的端点，用空心点表

示不包括在区间内的端点，如表３１２所示．

实数集犚也可以用区间表示为（－∞，＋∞），“∞”读作“无穷大”，

“－∞”读作“负无穷大”，“＋∞”读作“正无穷大”．我们还可以把满足
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　　　第三单元　函　　数
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狓≥犪，狓＞犪，狓 ≤犫，狓 ＜犫的实数狓 的集合分别表示为［犪，＋∞），

（犪，＋∞），（－∞，犫］，（－∞，犫）．

　求下列函数的定义域：

（１）犳（狓）＝
１

狓－２
；

（２）犳（狓）＝ ３狓＋槡 ２；

（３）犳（狓）＝ 狓＋槡 １＋
１

２－狓
．

分析　函数的定义域通常由问题的实际背景确定．如果只给出解析式

狔＝犳（狓），而没有指明它的定义域，那么函数的定义域就是指能使这个式

子有意义的实数狓的集合．

解　（１）因为狓－２＝０，即狓＝２时，分式
１

狓－２
没有意义，而狓≠２时，

分式
１

狓－２
有意义．所以，这个函数的定义域是

｛狓 狓≠２｝．

（２）因为３狓＋２＜０，即狓＜－
２

３
时，根式 ３狓＋槡 ２没有意义，而３狓＋

２≥０时，即狓≥－
２

３
时，根式 ３狓＋槡 ２才有意义．所以，这个函数的定义域是

－
２

３
，＋∞［ ）．

（３）使根式 狓＋槡 １有意义的实数狓 的集合是｛狓 狓≥－１｝，使分式

１

２－狓
有意义的实数狓的集合是｛狓 狓≠２｝．所以，这个函数的定义域是

｛狓狘狓≥－１｝∩｛狓狘狓≠２｝＝［－１，２）∪（２，＋∞）．

自变量狓在定义域中任取一个确定的值犪时，对应的函数值用符号

犳（犪）来表示．　

例如，函数犳（狓）＝狓２＋３狓＋１，当狓＝２时的函数值是

犳（２）＝２２＋３×２＋１＝１１．

　已知函数犳（狓）＝３狓
２
－５狓＋２，求犳（３），犳（－槡２），犳（犪），犳（犪＋１）．

解　 犳（３）＝３×３２－５×３＋２＝１４；

犳（－槡２）＝３×（－槡２）２－５×（－槡２）＋２

＝６＋ 槡５２＋２

＝８＋ 槡５２；

犳（犪）＝３犪２－５犪＋２；

犳（犪＋１）＝３（犪＋１）２－５（犪＋１）＋２

＝３犪
２
＋６犪＋３－５犪－５＋２

＝３犪
２
＋犪．

例１

例２
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３．１　函数的概念　　　　
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　下列函数中哪个与函数狔＝狓是同一个函数？

（１）狔＝（槡狓）２；　（２）狔＝
３

狓槡 ３；　（３）狔＝ 狓槡 ２．

解　（１）狔＝（槡狓）２＝狓 （狓≥０），这个函数与函数狔＝狓 （狓∈犚）虽

然对应关系相同，但是定义域不相同，所以这两个函数不是同一个函数．

（２）狔＝
３

狓槡 ３
＝狓 （狓∈犚），这个函数与函数狔＝狓 （狓∈犚）不仅对应

关系相同，而且定义域也相同，所以这两个函数是同一个函数．

（３）狔＝ 狓槡 ２
＝狘狓狘＝

狓， 狓≥０，

－狓，狓＜０．
烅
烄

烆

这个函数与函数狔＝狓（狓∈犚）的定义域都是实数集犚，但是当狓＜０

时它的对应关系与函数狔＝狓 （狓∈犚）不相同，所以这两个函数不是同一

个函数．

　１．某班级学号为１～６的学生参加数学测试的成绩如表３１３所示，试将

学号与成绩的对应关系用“箭头图”表示在图３１２中．

表３１３

学号 １ ２ ３ ４ ５ ６

成绩 ８０ ７５ ７９ ８０ ９８ ８０

２．判断下列对应是否为集合犃到集合犅的函数：

（１）犃为正实数集，犅＝犚，对于任意的狓∈犃，狓→狓的算术平方根；

（２）犃＝｛１，２，３，４，５｝，犅＝｛０，２，４，６，８｝，对于任意的狓 ∈犃，

狓→２狓．　

３．求下列函数的定义域：

（１）犳（狓）＝
１

４狓＋７
；　　　（２）犳（狓）＝ １－槡 狓＋ 狓＋槡 ３－１．

４．判断下列各题中的函数是否为同一函数，并说明理由：

（１）表示导弹飞行高度犺与时间狋关系的函数犺＝５００狋－５狋２和二次函数

狔＝５００狓－５狓
２；

（２）犳（狓）＝１和犵（狓）＝狓０．

５．已知函数犳（狓）＝狓－狓２，求犳（０），犳（１），犳
１

２（ ），犳（狀＋１）－犳（狀）．
６．求下列函数的值域：

（１）犳（狓）＝狓２＋狓，狓∈｛１，２，３｝；

（２）犳（狓）＝（狓－１）２－１；

（３）犳（狓）＝狓＋１，狓∈（１，２］．

　知识与实践

“孙悟空７２变”游戏．大班小朋友学１０以内的加减法后，教师准备两个

放有数字卡片的盒子，第一个放有１到９的数字卡片，第二个放有１到２０

的数字卡片．先让小朋友从第一个盒子里选一张数字卡片，然后教师说，“孙

例３

练 习

图３１２　
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　　　第三单元　函　　数
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悟空要怎么变这个数字呢？———把第一个盒子里取的卡片数字加５”，再让

小朋友按规则在第二个盒子里找一张数字卡片与之对应．

请设计一个类似的幼儿园游戏．

３．２　函数的表示法




　　函数常用的表示方法有３种：解析法、图像法和列表法．

解析法，就是用数学表达式表示两个变量之间的对应关系，如３．１节开

头问题中的实例（１）．

图像法，就是用图像表示两个变量之间的对应关系，如３．１节开头问题

中的实例（２）．

列表法，就是列出表格来表示两个变量之间的对应关系，如３．１节开头

问题中的实例（３）．

　某种笔记本的单价是５元，买狓 （狓∈｛１，２，３，４，５｝）本笔记本的钱数记

为狔（元）．试用函数的３种表示法表示函数狔＝犳（狓）．

解　这个函数的定义域是集合｛１，２，３，４，５｝．

用解析法可将函数狔＝犳（狓）表示为

狔＝５狓，狓∈｛１，２，３，４，５｝．

用列表法可将函数狔＝犳（狓）表示如下表３２１：

表３２１

笔记本数狓 １ ２ ３ ４ ５

钱 数狔 ５ １０ １５ ２０ ２５

　　用图像法可将函数狔＝犳（狓）表示为图３２１．

对于一个具体的问题，我们应当学会选择恰当的方法表示问题中的函

数关系．

图３２２

　画出函数狔＝狘狓狘的图像．

解　由绝对值的概念，我们有

狔＝
狓， 狓≥０，

－狓，狓＜０．
烅
烄

烆

函数狔＝｜狓｜的图像如图３ ２ ２

所示．

例１

图３２１　

例２
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　某市空调公共汽车的票价按下列规则制定：

（１）５ｋｍ以内（含５ｋｍ），票价２元；

（２）５ｋｍ以上，每增加５ｋｍ，票价增加１元（不足５ｋｍ按５ｋｍ

计算）．

已知两个相邻的公共汽车站间相距均为１ｋｍ，如果沿途（包括起点站

和终点站）有２１个站，请根据题意，写出票价与里程之间的函数解析式，并

画出函数图像．

解　设票价为狔，里程为狓，则根据题意有：

如果某空调汽车运行路线中设２１个汽车站，那么汽车行驶的里程为

２０ｋｍ，所以自变量狓的取值围是（０，２０］．

由空调汽车票价制定规定，可得到以下函数解析式：

狔＝

２，　０＜狓≤５，

３，　５＜狓≤１０，

４，　１０＜狓≤１５，

５，　１５＜狓≤２０．

烅

烄

烆

根据这个函数解析式，可画出函数图像如图３２３所示．

像例２、例３这样的函数又称为分段函数．生活中，有很多可以用分段

函数描述的实际问题，如出租车的计费、个人所得税纳税额等．

　１．如图３２４所示，把截面半径为２５ｃｍ的圆形木头锯成矩形木料，如果

矩形的一边长为狓，面积为狔，把狔表示为狓的函数．

２．画出函数犳（狓）＝ 狓＋３ 的图像．

３．图３２５中哪几个图像与下述３件事分别吻合得最好？请你为剩下的

那个图像写出一件事．

（１）我离开家不久，发现自己把作业本忘在家里了，于是返回家里找到作

业本再上学；

（２）我骑着车一路匀速行驶，只是在途中遇到一次交通堵塞，耽搁了一些

时间；

（３）我出发后，心情轻松，缓缓行进，后来为了赶时间开始加速．

图３２５

例３

图３２３　

练 习

图３２４　
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３．３　函数的基本性质




３．３．１　函数的单调性


观察图３３１，可以看到：

图３３１

一次函数犳（狓）＝狓的图像由左至右是上升的；二次函数犳（狓）＝狓２的

图像由左至右在狔轴的左侧是下降的，在狔轴的右侧是上升的．函数图像

的“上升”“下降”反映了函数的一个基本性质———单调性．那么，如何用数学

语言来描述函数图像的“上升”和“下降”呢？

以二次函数犳（狓）＝狓２为例，列出狓，狔的对应值表３３１．

表３３１

狓 … －４ －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ ４ …

犳（狓）＝狓２ … １６ ９ ４ １ ０ １ ４ ９ １６ …

　　对比图３３１和表３３１可以发现：图像在狔轴左侧“下降”，也就

是，在区间（－∞，０）上，随着狓的增大，相应地犳（狓）反而随之减小；图像

在狔轴右侧“上升”，也就是，在区间（０，＋∞）上，随着狓的增大，相应的

犳（狓）也随之增大．

对于二次函数犳（狓）＝狓２“在区间（０，＋∞）上，随着狓的增大，相应地

问 题
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犳（狓）也随之增大”，也就是说在区间（０，＋∞）上，任取两个狓１，狓２，当

狓１＜狓２时，有犳（狓１）＜犳（狓２）．

一般地，设函数狔＝犳（狓）的定义域为犃，区间犐犃．

如果对于区间犐 内的任意两个值狓１，狓２，当狓１ ＜狓２ 时，都有

犳（狓１）＜犳（狓２），那么就说狔＝犳（狓）在区间犐上是单调增函数（如图

３３２（１）所示），犐称为狔＝犳（狓）的单调增区间．

图３３２

如果对于区间犐 内的任意两个值狓１，狓２，当狓１＜狓２ 时，都有

犳（狓１）＞犳（狓２），那么就说狔＝犳（狓）在区间犐上是单调减函数（如图

３３２（２）所示），犐称为狔＝犳（狓）的单调减区间．

如果函数狔＝犳（狓）在区间犐上是单调增函数或单调减函数，那么就

说函数狔＝犳（狓）在区间犐具有单调性．单调增区间和单调减区间统称为

单调区间．在单调区间上增函数的图像是上升的，减函数的图像是下

降的．

　３．１节开头的第二个问题中，气温θ是关于时间狋的函数，记为θ＝犳（狋），观

察如图３３３所示的气温变化图，指出θ＝犳（狋）的单调区间，以及在每一

单调区间上，θ＝犳（狋）是单调增函数还是单调减函数．

图３３３

解　函数θ＝犳（狋）的单调区间有［０，４），［４，１４），［１４，２４］，其中

θ＝犳（狋）在区间［０，４），［１４，２４］上是单调减函数，在区间［４，１４）上是单

调增函数．

要了解函数在某一区间是否具有单调性，从图像上进行观察是一种常

用而又较为粗略的方法．严格地说，它需要根据单调函数的定义进行证明．

例１

复
旦
大
学
出
版
社



　　　第三单元　函　　数
４２　　　

　求证：函数犳（狓）＝３狓＋２在区间犚上是单调增函数．

证明　设狓１，狓２是犚上的任意两个实数，且狓１＜狓２，则

犳（狓１）－犳（狓２）＝（３狓１＋２）－（３狓２＋２）＝３（狓１－狓２）．

由于狓１＜狓２，得狓１－狓２＜０，于是

犳（狓１）－犳（狓２）＜０，

即 犳（狓１）＜犳（狓２）．

所以，函数犳（狓）＝３狓＋２在区间犚上是单调增函数．

　函数犳（狓）＝－３狓＋２在犚上是单调增函数还是单调减函数？试画出

犳（狓）的图像，判断你的结论是否正确．

　求证：函数犳（狓）＝
１

狓
在（０，＋∞）上是单调减函数．

证明　设狓１，狓２是（０，＋∞）上的任意两个实数，且狓１＜狓２，则

犳（狓１）－犳（狓２）＝
１

狓１
－
１

狓２
＝
狓２－狓１

狓１狓２
．

由狓１，狓２∈（０，＋∞），得狓１狓２＞０．

又由狓１＜狓２，得狓２－狓１＞０，于是

犳（狓１）－犳（狓２）＞０，

即 犳（狓１）＞犳（狓２）．

所以，犳（狓）＝
１

狓
在（０，∞）上是单调减函数．

　通过观察图像，对函数是否具有某种性质作出一种猜想，然后通过推理的

办法，证明这种猜想的正确性，是发现和解决问题的一种常用数学方法．

　如果狓∈（－∞，０），函数犳（狓）＝
１

狓
是单调增函数还是单调减函数？证明

你的结论．

３．３．２　函数的最值性


我们再来观察图３３１，比较其中的两个函数图像，可以发现，函数

犳（狓）＝狓２的图像上有一个最低点（０，０）．那么，如何用数学语言来描述图

例２

思 考

例３

注 意

思 考

问 题
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像的最低点呢？

当函数犳（狓）的图像上最低点是（０，０）时，也就是说，对于任意的狓∈

犚，都有犳（狓）≥犳（０）．这时，我们就说函数犳（狓）有最小值．而如果函数

犳（狓）＝狓的图像没有最低点，那么函数犳（狓）＝狓没有最小值．

一般地，设狔＝犳（狓）的定义域为犃．

若存在定值狓０∈犃，使得对于任意狓∈犃，有犳（狓）≥犳（狓０）恒成立，

则称犳（狓０）为狔＝犳（狓）的最小值，记为

狔ｍｉｎ＝犳（狓０）．

若存在定值狓０∈犃，使得对于任意狓∈犃，有犳（狓）≤犳（狓０）恒成立，

则称犳（狓０）为狔＝犳（狓）的最大值，记为

狔ｍａｘ＝犳（狓０）．

　３．１节开头的第二个问题中，气温θ是关于时间狋的函数，记为θ＝犳（狋），观

察如图３３３所示的气温变化图，指出全天的最高、最低气温分别是多少？

解　观察函数图像可以知道，图像上位置最高的点是（１４，９），最低的

点是（４，－２），所以函数θ＝犳（狋）当狋＝１４时取得最大值，即θｍａｘ＝９；当狋＝

４时取得最小值，即θｍｉｎ＝－２．也就是说，全天的最高气温是９℃，最低气温

是－２℃．

　求下列函数的最小值：

（１）狔＝狓２－２狓；

（２）狔＝
１

狓
，狓∈［１，３］．

图３３４

解　（１）因为

狔＝狓
２
－２狓＝（狓－１）２－１≥－１，

且当狓＝１时狔＝－１，所以函数取得最小值－１，即狔ｍｉｎ＝－１．

（２）因为对于任意实数狓 ∈ ［１，３］，都有
１

狓
≥
１

３
，且当狓＝３时，

１

狓
＝
１

３
，所以函数取得最小值

１

３
，即狔ｍｉｎ＝

１

３
．

例４

例５
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　１．整个上午（８．００ＡＭ～１２．００ＡＭ）天气越来越暖，中午时分（１２．００ＡＭ～

１３．００ＰＭ）一场暴风雨使天气骤然凉爽了许多．暴风雨过后，天气转暖，

直到太阳落山（１８．００ＰＭ）才又开始转凉．画出这一天（８．００ＡＭ～

２０．００ＰＭ）气温作为时间函数的一个可能的图像，并说出所画函数的单

调区间．

２．判断犳（狓）＝狓２－１在（０，＋∞）上是增函数还是减函数．

３．判断犳（狓）＝－
１

狓
在（－∞，０）上是增函数还是减函数．

４．证明函数犳（狓）＝－２狓＋１在犚上是单调减函数．

５．设犳（狓）是定义在区间［－６，１１］上的函数．如果犳（狓）在区间［－６，－２］

上递减，在区间［－２，１１］上递增，画出犳（狓）的一个大致的图像，从图像

上可以发现犳（－２）是函数犳（狓）的一个　　　　．

６．求犳（狓）＝－狓２＋２狓在［０，１０］上的最大值和最小值．

　知识与实践

好朋友比高矮游戏．

（１）教师：找一个好朋友比比高矮．高的小朋友拿红色的纸片，矮的小

朋友拿绿色的纸片．可以请别的小朋友或老师帮忙看看谁高谁矮．注意：方

法正确，记住好朋友，不要拿错纸片．

（２）在３个好朋友中找到最高的小朋友．

请结合本节内容设计一个类似的幼儿园游戏．

３．３．３　函数的奇偶性


在日常生活中，可以观察到许多对称现象：美丽的蝴蝶，盛开的花朵，

六角形的雪花晶体，建筑物和它在水中的倒影（如图３３５所示）．

观察图３３６，思考并讨论以下问题：这两个函数图像有什么共同特

征吗？

图３３６

练 习

问 题

图３３５　　　
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我们看到，这两个函数的图像都关于狔轴对称．那么，如何用数学语言

来描述函数的这种对称性呢？

从函数值对应表表３３２和表３３３可以看到，当自变量狓取一对相

反数时，相应的两个函数值相同．

表３３２

狓 －３－２－１ ０ １ ２ ３

犳（狓）＝狓２ ９ ４ １ ０ １ ４ ９

表３３３

狓 －３－２－１ ０ １ ２ ３

犳（狓）＝狘狓狘 ３ ２ １ ０ １ ２ ３

例如，对于函数犳（狓）＝狓２有：

犳（－３）＝９＝犳（３）；犳（－２）＝４＝犳（２）；犳（－１）＝１＝犳（１）．

实际上，对于犚内的任意的一个狓，都有

犳（－狓）＝（－狓）２＝狓２＝犳（狓）．

一般地，如果对于函数犳（狓）的定义域内的任意一个狓，都有

犳（－狓）＝犳（狓），

那么称函数狔＝犳（狓）是偶函数．偶函数的图像关于狔轴对称．

例如，函数犳（狓）＝狓２＋１，犳（狓）＝
２

狓２＋１１
都是偶函数．它们的图像如

图３３７所示．

图３３７

观察函数犳（狓）＝狓和犳（狓）＝
１

狓
的图像（如图３３８所示），并完成下

面的两个函数值对应表（如表３３４和表３３５所示），这两个函数有什么

共同特征吗？

图３３８
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表３３４

狓 －３－２－１ ０ １ ２ ３

犳（狓）＝狓 ０

表３３５

狓 －３－２－１ ０ １ ２ ３

犳（狓）＝
１

狓
／

我们看到，两个函数的图像都关于原点对称．

一般地，如果对于函数犳（狓）的定义域内的任意一个狓，都有

犳（－狓）＝－犳（狓），

那么称函数狔＝犳（狓）是奇函数．奇函数的图像关于原点对称．

如果函数犳（狓）是奇函数或偶函数，我们就说函数犳（狓）具有奇

偶性．

　判断下列函数的奇偶性：

（１）犳（狓）＝狓３；

（２）犳（狓）＝狓＋
１

狓
；

（３）犳（狓）＝２狘狓狘；

（４）犳（狓）＝狓＋１．

解　（１）对于函数犳（狓）＝狓３，其定义域为（－∞，＋∞）．

因为对定义域内的每一个狓，都有

犳（－狓）＝（－狓）３＝－狓３＝－犳（狓），

所以，函数犳（狓）＝狓３是奇函数．

（２）对于函数犳（狓）＝狓＋
１

狓
，其定义域为｛狓狘狓≠０｝．

因为对定义域内的每一个狓，都有

犳（－狓）＝－狓＋
１

－狓
＝－ 狓＋

１

狓（ ）＝－犳（狓），

所以，函数犳（狓）＝狓＋
１

狓
是奇函数．

（３）对于函数犳（狓）＝２狘狓狘，其定义域为（－∞，＋∞）．

因为对定义域内的每一个狓，都有

犳（－狓）＝２－狓 ＝２狘狓狘＝犳（狓），

所以，函数犳（狓）＝２狘狓狘是偶函数．

（４）对于函数犳（狓）＝狓＋１，其定义域为（－∞，＋∞）．

而犳（－１）＝０，犳（１）＝２．

因犳（－１）≠犳（１），故犳（狓）不是偶函数；

又因犳（－１）≠－犳（１），故犳（狓）不是奇函数．

例６
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所以，犳（狓）＝狓＋１既不是偶函数，也不是奇函数．

　１．已知犳（狓）是偶函数，犵（狓）是奇函数，试将图３３９补充完整．

（１） 　 （２）

　　　　　　图３３９

２．判断下列函数的奇偶性：

　　　　　　　　　　　　　　　　（１）犳（狓）＝狓２－１； （２）犳（狓）＝狓３－３狓；

（３）犳（狓）＝狓２－２狓＋１； （４）犳（狓）＝
狓４－１

狓２
．

　知识与实践

准备小猫、小狗图卡一张，一半熊猫和一半松鼠拼成的怪物图卡一张，

教师把小猫的图卡从中间折叠，拿其中的一半给幼儿看，请幼儿猜一猜是

什么动物．然后出示小狗正面的图卡的一半，请幼儿猜猜是什么动物，并说

说是怎么猜出来的？

接着故意将一半熊猫图卡和一半松鼠图卡拼在一起，折叠后请幼儿一

半一半地欣赏．教师问：“为什么你们觉得这是个怪物？它哪里比较奇怪？”

出示完整的小猫和小狗的图片．

介绍“对称”这一名词，我们把左右两边大小、形状、颜色都一样的情况

叫做对称．

制作“手掌印”图案．让小朋友讨论自己做的左右手的手掌印是否对称？

请设计一个幼儿园游戏活动，让小朋友找一找教室里、生活中还有哪些

“对称”．

３．４　复 习 与 巩 固




　　本章从实际背景出发，抽象出函数的概念，给出函数的表示法，研究了

函数的单调性、最（大、小）值和奇偶性．
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一、



知识结构






概念



定义域




对应法则



值域






表示法



解析法




列表法





图像法






性质



单调性




最值



↑


奇偶性

函数→背景 → 应用

↑


问题情景

二、回顾与思考

１．函数是两个集合上的一种对应关系．你能从实际问题中抽象出数学

问题并用函数模型描述这种依赖关系吗？你能结合实例选择用解析法、列

表法和图像法来描述不同的具体问题吗？

２．本章主要运用数形结合的方法来研究函数的性质，通过函数的性

质、定义探索函数，进一步作出函数的图像．你能运用函数性质解决问题吗？

解决问题的关键是什么？

复习参考题

　１．举出几个实际生活中的函数例子，并说明相应于这些函数的定义域和

值域各是什么？

２．判断下列对应，哪些是函数，哪些不是函数：

（１）犃＝｛１，３，５，７，９｝，犅＝｛２，４，６，８，１０｝，对应法则

犳：犪→犫＝犪＋１，犪∈犃，犫∈犅；

（２）犃＝｛∠α狘０°＜ ∠α＜９０°｝，犅＝｛狔狘０＜狔＜１｝，对应法则

犳：∠α→狔＝ｓｉｎα，α∈犃，狔∈犅；

（３）犃＝｛狓狘狓∈犚｝，犅＝｛狔狘狔≥０｝，对应法则

犳：狓→狔＝狓
２，狓∈犃，狔∈犅．

３．画下列函数的图像：

（１）犉（狓）＝
０， （狓＜１），

狓， （狓≥１）；
烅
烄

烆

（２）犌（狓）＝狓狘狓－２狘，狓∈犚．

４．求下列函数的定义域：

（１）犳（狓）＝ ３狓＋槡 ５； （２）犳（狓）＝
狓＋槡 １

狓＋２
；

（３）犳（狓）＝
１

３－２槡 狓
； （４）犳（狓）＝ 狓－槡 １＋

１

狓＋４
．

５．设函数犳（狓）＝
１＋狓

２

１－狓
２
，求证：

（１）犳（－狓）＝犳（狓）； （２）犳
１

狓（ ）＝－犳（狓）．

犃组
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３．４　复习与巩固　　　　
４９　　　

６．设犳（狓）＝
１－狓

１＋狓
，求：

（１）犳（犪＋１）； （２）犳（犪）＋１．

７．设一个函数的解析式为犳（狓）＝２狓＋３，它的值域为｛－１，２，５，８｝，试

求此函数的定义域．

８．指出下列函数的单调区间，并说明在单调区间上函数是增函数还是减

函数：

（１）犳（狓）＝－狓２＋狓－６； （２）犳（狓）＝－槡狓．

　１．已知犳（槡狓＋１）＝狓
２
＋２狓－３，求犳（狓）．

２．已知狔＝
狓４－５

犪狓３＋犫狓
２
＋犮
为奇函数，且犳（１）＝－４，求犪２＋犫２＋犮２的值．

第１题解题参考
　　　　　　

第２题解题参考

犅组
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第四单元　指数函数与对数函数

４．１　指数与指数幂运算

４．１．１　根式

４．１．２　分数指数幂

４．１．３　无理数指数幂

４．２　指数函数及其性质
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　　　第四单元　指数函数与对数函数
５２　　　

４．１　指数与指数幂运算




４．１．１　根式


某细胞分裂时，由一个分裂成２个，２个分裂成４个，４个分裂成８个．

如果分裂一次需要１０ｍｉｎ，那么，１个细胞１ｈ后分裂成多少个细胞？

假设细胞分裂的次数为狓，相应的细胞个数为狔，则

狔＝２
狓．

当狓＝６时，

狔＝２
６
＝６４，

即１个细胞１ｈ后分裂成６４个细胞．

在上述例子中，狓只能取正整数．我们还知道对于式子２狓，狓取负整数

和０也是有意义的．那么，狓能取分数甚至无理数吗？

我们知道，如果狓２＝犪，那么狓叫做犪的平方根，例如，±２就是４

的平方根；如果狓３＝犪，那么狓叫做犪的立方根，例如，２就是８的立

方根．

类似地，由于（±２）４＝１６，我们就把±２叫做１６的４次方根；由于２５＝

３２，２就叫做３２的５次方根．

一般地，如果一个实数狓满足狓狀＝犪（狀＞１，且狀∈犖），那么狓叫做

犪的狀次方根．

当狀是奇数时，正数的狀次实数方根是一个正数，负数的狀次实数方

根是一个负数．这时，犪的狀次实数方根用符号
狀
槡犪表示．例如

∵３３＝２７　∴３＝
３

槡２７

∵ （－２）３＝－８　∴－２＝
３

－槡 ８

∵狓３＝６　∴狓＝
３

槡６

问 题
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４．１　指数与指数幂运算　　　　
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当狀是偶数时，正数的狀次实数方根有两个，这两个数互为相反数，这

时，正数犪的正的狀次实数方根用符号
狀
槡犪表示，负的狀次实数方根用符号

－
狀
槡犪表示．它们可以合并写成±

狀
槡犪 （犪＞０）的形式，例如，

∵狓２＝３　∴狓＝±槡３

∵狓４＝６　∴狓＝±
４

槡６

需要注意的是，０的狀次实数方根等于０，记作
狀
槡０＝０．

式子
狀
槡犪叫做根式，其中狀叫做根指数，犪叫做被开方数．

根据狀次方根的意义，可得

狀
槡犪（ ）狀＝犪．

例如，槡５（ ）２＝５，３

－槡 ２（ ）３＝－２．

　
狀
犪槡狀表示犪狀 的狀次方根，等式

狀
犪槡狀 ＝犪一定成立吗？如果不一定成立，

那么
狀
犪槡狀等于什么？

通过探究可以得到：

当狀是奇数时，
狀
犪槡狀
＝犪；

当狀是偶数时，
狀
犪槡狀
＝ 犪 ＝

犪（犪≥０），

－犪（＜０）．
烅
烄

烆

　求下列各式的值：

（１）
３
（－８）槡 ３； （２） （－１０）槡 ２；

（３）
４
（３－π）槡 ４； （４） （犪－犫）槡 ２ （犪＞犫）．

解　（１）
３
（－８）槡 ３

＝－８；

（２） （－１０）槡 ２
＝ －１０狘＝１０；

（３）
４
（３－π）槡 ４

＝ ３－π ＝π－３；

（４） （犪－犫）槡 ２
＝ 犪－犫 ＝犪－犫（犪＞犫）．

４．１．２　分数指数幂


根据狀次实数方根的意义，我们有：

５

犪槡 １０
＝
５
（犪２）槡 ５

＝犪
２
＝犪

１０
５（犪＞０），

３

犪槡 １２
＝
３
（犪４）槡 ３

＝犪
４
＝犪

１２
３ （犪＞０）．

这就是说，当根式的被开方数的指数能被根指数整除时，根式可以表

示为分数指数幂的形式．

探 究

例１

问 题
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　　　第四单元　指数函数与对数函数
５４　　　

那么，当根式的被开方数的指数不能被根指数整除时，根式是否也可

以表示为分数指数幂的形式呢？

我们规定正数的正分数指数幂的意义是

犪
犿
狀 ＝

狀
犪槡 犿 （犪＞０，犿，狀∈犖，且狀＞１）．

于是，在条件犪＞０，犿，狀∈犖，且狀＞１下，根式都可以写成分数指数幂

的形式．

正数的负分数指数幂的意义与负整数指数幂的意义相仿，我们规定：

犪
－
犿
狀 ＝

１

犪
犿
狀

（犪＞０，犿，狀∈犖，且狀＞１）．

例如，５
－
３
４＝

１

５
３
４

＝
１
４

５槡３
，犪

－
２
３＝
１

犪
２
３

＝
１
３

犪槡 ２
（犪＞０）．

０的正分数指数幂等于０，０的负分数指数幂没有意义．

规定了分数指数幂的意义以后，指数的概念就从整数指数推广到有理

数指数．

整数指数幂的运算性质，对于有理指数幂也同样适用，即

犪狉犪狊＝犪
狉＋狊，

（犪狉）狊＝犪狉狊，

（犪犫）狉＝犪狉犫狉，

其中，狉，狊∈犙，犪＞０，犫＞０．

　求值：

８
２
３，１００

－
１
２， １

４（ ）
－３

，１６
８１（ ）

－
３
４

．

解　８
２
３＝（２３）

２
３＝２

３×
２
３＝２

２
＝４；

１００
－
１
２＝

１

１００
１
２

＝
１

（１０２）
１
２

＝
１

１０
；

１

４（ ）
－３

＝（２－２）－３＝２
（－２）×（－３）＝２

６
＝６４；

１６

８１（ ）
－
３
４

＝
２

３（ ）
４× －

３
４（ ）
＝
２

３（ ）
－３

＝
２７

８
．

　用分数指数幂的形式表示下列各式（其中犪＞０）：

犪３·槡犪；犪２·
３

犪槡 ２； 犪
３

槡槡 犪．

解　犪３·槡犪＝犪３·犪
１
２＝犪

３＋
１
２＝犪

７
２；

例２

例３
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４．１　指数与指数幂运算　　　　
５５　　　

犪２·
３

犪槡 ２
＝犪

２·犪
２
３＝犪

２＋
２
３＝犪

８
３；

犪
３

槡槡 犪 ＝（犪·犪
１
３）

１
２＝（犪

４
３）

１
２＝犪

２
３．

　计算下列各式（式中字母都是正数）：

（１）（２犪
２
３犫

１
２）（－６犪

１
２犫

１
３）÷（－３犪

１
６犫

５
６）；

（２）（犿
１
４狀

－
３
８）８．

解　（１）　（２犪
２
３犫

１
２）（－６犪

１
２犫

１
３）÷（－３犪

１
６犫

５
６）

＝［２× －６（ ）÷ －３（ ）］犪
２
３＋
１
２－
１
６犫

１
２＋
１
３－
５
６

＝４犪犫
０

＝４犪；

（２）（犿
１
４狀

－
３
８）８＝（犿

１
４）８（狀

－
３
８）８＝犿２狀－３＝

犿２

狀３
．

　计算下列各式：

（１）（
３

槡２５－槡１２５）÷
４

槡２５；

（２）
犪２

槡犪
３

犪槡 ２
（犪＞０）．

解　（１）　（
３

槡２５－槡１２５）÷
４

槡２５＝（５
２
３－５

３
２）÷５

１
２

＝５
２
３÷５

１
２－５

３
２÷５

１
２＝５

２
３－
１
２－５

３
２－
１
２

＝５
１
６－５＝

６

槡５－５；

（２）
犪２

槡犪
３

犪槡 ２
＝
犪２

犪
１
２犪

２
３

＝犪
２－
１
２－
２
３＝犪

５
６＝

６

犪槡 ５．

４．１．３　无理数指数幂


上面，我们已将指数式犪狓 中的指数狓从整数推广到了有理数，是否还

可以将指数推广到无理数呢？例如，“２槡２”有意义吗？

利用计算器，可以计算出表４１１中的数值：

表４１１

狓 ２狓 用计算器计算２狓

１ ２１ ２

１．４ ２１．４ ２．６３９０１５８２１…

１．４１ ２１．４１ ２．６５７３７１６２８…

例４

例５

问 题
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　　　第四单元　指数函数与对数函数
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续　表

狓 ２狓 用计算器计算２狓

１．４１４ ２１．４１４ ２．６６４７４９６５０…

１．４１４２ ２１．４１４２ ２．６６５１１９０８８…

… … …

槡２ ？ ？

　　随着狓的取值越来越接近于槡２，２狓 的值也越来越接近于一个实数，我

们把这个实数记为２槡２．

一般地，当犪＞０且狓是一个无理数时，犪狓 也是一个确定的实数．有理

数指数幂的运算性质对实数指数幂同样适用．

　１．用根式的形式表示下列各式（犪＞０）：

犪
１
５，犪

３
４，犪－

３
５，犪－

２
３．

２．用分数指数幂表示下列各式：

（１）
３

狓槡 ２； （２）
４
（犪＋犫）槡 ３（犪＋犫＞０）；

（３）
３

犿２＋狀槡 ２； （４）
５

狔槡
３．

３．求下列各式的值：

（１）２５
１
２；　（２）２７

２
３；　（３）４９－

３
２；　（４）

２５

４（ ）
－
３
２

．

４．计算下列各式：

（１）犪
１
２犪

１
４犪－

３
８； （２）（狓

１
２狔

－
１
３）６．

４．２　指数函数及其性质




据国务院发展研究中心２０１３年发表的（中国经济中长期增长趋势

展望）判断，未来一段时间，我国ＧＤＰ（国内生产总值）年平均增长率在

７％左右．那么，在２０１３～２０２０年，各年的 ＧＤＰ可望为２０１３年的多

少倍？

如果把我国２０１３年ＧＤＰ看成是一个单位，２０１４年为第一年，那么：

１年后（即２０１４年），我国的ＧＤＰ可望为２０１３年的（１＋７％）倍；

２年后（即２０１５年），我国的ＧＤＰ可望为２０１３年的（１＋７％）２倍；

３年后（即２０１６年），我国的ＧＤＰ可望为２０１３年的多少倍？

练 习
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４年后（即２０１７年），我国的ＧＤＰ可望为２０１３年的多少倍？

……

设狓年后，我国的ＧＤＰ为２０１３年的狔倍，那么

狔＝（１＋７％）狓＝１．０７狓（狓∈犖，狓≤７）．

即从２０１３年起，狓年后我国的ＧＤＰ为２０１３年的１．０７狓 倍．

如果用字母犪来代替数１．０７３．那么以上两个函数可以表示为形如

狔＝犪
狓

的函数，其中自变量狓是指数，底数犪是一个大于０且不等于１的常量．

一般地，函数狔＝犪狓（犪＞０，且犪≠１）叫做指数函数，其中狓是自变量，

函数的定义域是犚．

指数函数狔＝犪
狓（犪＞０，犪≠１）有哪些性质呢？

我们先来画狔＝２
狓 及狔＝３

狓 的图像．

请同学们完成狓，狔的对应值表，如表４２１所示，并用描点法画出

狔＝２
狓 及狔＝３

狓 的图像，如图４２１所示．

表４２１

狓 … －３ －２ －１．５ －１ －０．５ ０ ０．５ １ １．５ ２ ３ …

狔＝２
狓 … ０．１３ ０．２５ ０．３５ ０．５ ０．７１ １ １．４ ２ ２．８ ４ ８ …

狔＝３
狓 … ０．０４ ０．１１ ０．１９ ０．３３ ０．５８ １ １．７３ ３ ５．２０ ９ ２７ …

图４２１

我们再来画狔＝
１

２（ ）
狓

的图像．

请同学们完成狓，狔的对应值，如表４２２所示，并用描点法画出它的

图像，如图４２２所示．
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表４２２

狓 … －３ －２ －１．５ －１ －０．５ ０ ０．５ １ １．５ ２ ３ …

狔＝２－
狓 … ８ ４ ２．８ ２ １．４ １ ０．７１ ０．５ ０．３５ ０．２５ ０．１３ …

图４２２

　函数狔＝２狓 的图像与函数狔＝
１

２（ ）
狓

的图像有什么关系？可否利用狔＝２
狓

的图像画出狔＝
１

２（ ）
狓

的图像？

　选取底数犪（犪＞０，且犪≠１）的若干个不同值，在同一平面直角坐标内

作出相应的指数函数的图像，观察图４２３，你能发现它们有哪些共同

特征？

一般地，指数函数狔＝犪狓在底数犪＞１及０＜犪＜１这两种情况下的图

像和性质如表４２３所示．

表４２３

０＜犪＜１ 犪＞１

图　像

定义域 犚

值　域 （０，＋∞）

性　质
过定点（０，１），即狓＝０时，狔＝１

在犚上是减函数 在犚上是增函数

思 考

探 究

　　　图４２３
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　某种放射性物质不断变化为其他物质，每经过１年剩留的这种物质是原来

的８４％．画出这种物质的剩留量随时间变化的图像，并从图像上求出经过

多少年，剩留量是原来的一半（结果保留一个有效数字）．

解　设这种物质最初的质量是１，经过狓年，剩留量是狔．

经过１年，剩留量狔＝１×８４％＝０．８４１；

经过２年，剩留量狔＝０．８４×０．８４＝０．８４２；

……

一般地，经过狓年，剩留量

狔＝０．８４
狓．

根据这个函数关系可以列表，如表４２４所示．

表４２４

狓 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６

狔 １ ０．８４ ０．７１ ０．５９ ０．５０ ０．４２ ０．３５

　　画出指数函数狔＝０．８４
狓 的图像，如图４２４所示．从图上看出狔＝０．５

只需狓≈４．

答　约经过４年，剩留量是原来的一半．

　比较下列各题中两个值的大小：

（１）１．７２．５，１．７３；

（２）０．８－０．１，０．８－０．２．

解　（１）考察指数函数狔＝１．７狓．由于底数１．７＞１，所以指数函数

狔＝１．７
狓 在犚上是增函数．

因为２．５＜３，所以１．７
２．５
＜１．７

３．

（２）考察指数函数狔＝０．８狓．由于０＜０．８＜１，所以指数函数狔＝０．８
狓在

犚上是减函数．

因为－０．１＞－０．２，所以０．８
－０．１
＜０．８

－０．２．

　１．在同一坐标系中，画出下列函数的图像：

（１）狔＝３狓； （２）狔＝
１

３（ ）
狓

．

２．求下列函数的定义域：

（１）狔＝３
１
狓； （２）狔＝５

狓－槡 １；

（３）狔＝２３－狓； （４）狔＝０．７
１
２－狓．

３．一个幼儿园现有幼儿３００人，如果每年增长５％，经过狓年后，幼儿园中

有幼儿狔人．写出狓，狔间的函数关系式；并且利用图像求得要经过多少

年，幼儿可增加到４００人（结果保留一个有效数字）．

４．比较下列各题中两个值的大小：

（１）３０．８，３０．７； （２）０．７５－０．１，０．７５０．１；

（３）１．０１２．７，１．０１３．５； （４）０．９９３．３，０．９９４．５．

例１

图４２４　　

例２
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５．已知下列不等式，比较犿，狀的大小：

（１）２犿 ＜２
狀； （２）０．２犿 ＞０．２

狀；

（３）犪犿 ＜犪
狀（０＜犪＜１）； （４）犪犿 ＞犪

狀（犪＞１）．

６．某新兴城市幼儿园入园人数１０万人，如果年自然增长率为１．２％，结合

所学知识试解答下面的问题：

（１）写出该城市幼儿园入园总数狔（万人）与年份狓（年）的函数关系；

（２）计算５年以后该城市幼儿园入园总数（精确到０．１万人）；

（３）如果１０年后该城市幼儿园入园总数不超过１５万人，年增长率应该

控制在多少？

４．３　对数与对数运算




４．３．１　对数与对数运算


改革开放以来，我国经济保持了持续高速的增长．假设２０１２年我国国

民生产总值为犪亿元，如果每年平均增长７．５％，那么经过多少年国民生产

总值是２０１２年时的１．５倍？

假设经过狓年国民生产总值为２０１２年时的１．５倍，根据题意有

犪（１＋７．５％）狓＝１．５犪，

即 １．０７５狓＝１．５．

这是已知底数和幂的值，求指数的问题．

一般地，犪犫＝犖 （犪＞０，犪≠１），那么数犫叫做以犪为底犖 的对数，

记作　

犾狅犵犪犖＝犫，

其中犪叫做对数的底数，犖叫做真数．

例如，因为４２＝１６，所以ｌｏｇ４１６＝２．

因为４
１
２＝２，所以ｌｏｇ４２＝

１

２
．

因为１０２＝１００，所以ｌｏｇ１０１００＝２．

问 题
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因为１０－２＝０．０１，所以ｌｏｇ１００．０１＝－２．

根据对数的定义，可以证明

犾狅犵犪１＝０，犾狅犵犪犪＝１（犪＞０，犪≠１）．

从定义可知，负数和零没有对数．事实上，因为犪＞０，所以不论犫是什

么实数，都有犪犫＞０，这就是说不论犫是什么数，犖永远是正数，因此负数和

零没有对数．

通常将以１０为底的对数叫做常用对数，为了简便，犖 的常用对数

ｌｏｇ１０犖 简记作ｌｇ犖．例如ｌｏｇ１０５简记作ｌｇ５．

在科学技术中常常使用以无理数ｅ＝２．７１８２８…为底的对数，以ｅ为底

的对数叫做自然对数，为了简便，犖 的自然对数ｌｏｇｅ犖 简记作ｌｎ犖．例如自

然对数ｌｏｇｅ３简记作ｌｎ３．

　将下列指数式写成对数式：

（１）５４＝６２５； （２）２－６＝
１

６４
；

（３）３犪＝２７； （４）
１

３（ ）
犿

＝５．３７．

解　（１）ｌｏｇ５６２５＝４；

（２）ｌｏｇ２
１

６４
＝－６；

（３）ｌｏｇ３２７＝犪；

（４）ｌｏｇ１
３
５．７３＝犿．

　将下列对数式写成指数式：

（１）ｌｏｇ１
２
１６＝－４； （２）ｌｏｇ２１２８＝７；

（３）ｌｇ０．０１＝－２； （４）ｌｎ１０＝２．３０３．

解　（１）
１

２（ ）
－４

＝１６；

（２）２７＝１２８；

（３）１０－２＝０．０１；

（４）ｅ２．３０３＝１０．

　求下列各式的值：

（１）ｌｏｇ２６４； （２）ｌｏｇ９２７．

解　（１）由２６＝６４，得

ｌｏｇ２６４＝６．

（２）设狓＝ｌｏｇ９２７，则根据对数的定义知

９狓＝２７，

即

３２狓＝３
３，

例１

例２

例３
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得

２狓＝３，

狓＝
３

２
，

所以

ｌｏｇ９２７＝
３

２
．

　１．把下列指数式写成对数式：

（１）２３＝８； （２）２５＝３２；

（３）２－１＝
１

２
； （４）２７

－
１
３＝
１

３
．

２．把下列对数式写成指数式：

（１）ｌｏｇ３９＝２； （２）ｌｏｇ５１２５＝３；

（３）ｌｏｇ２
１

４
＝－２； （４）ｌｏｇ３

１

８１
＝－４．

３．求下列各式的值：

（１）ｌｏｇ５２５； （２）ｌｏｇ２
１

１６
；

（３）ｌｇ１００； （４）ｌｇ０．０１；

（５）ｌｇ１００００； （６）ｌｇ０．０００１．

４．求下列各式的值：

（１）ｌｏｇ１５１５； （２）ｌｏｇ０．４１；

（３）ｌｏｇ９８１； （４）ｌｏｇ２．５６．２５．

４．３．２　对数的运算性质


从指数与对数的关系以及指数运算性质，你能得出相应的对数运算性

质吗？

由于

犪犿·犪狀＝犪犿＋狀，

设

犕＝犪
犿，犖＝犪狀，

于是

犕犖＝犪
犿＋狀．

练 习
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由对数的定义得到

ｌｏｇ犪犕＝犿，ｌｏｇ犪犖＝狀，

ｌｏｇ犪犕犖＝犿＋狀．

这样，我们就得到对数的一个运算性质：

ｌｏｇ犪犕犖＝ｌｏｇ犪犕＋ｌｏｇ犪犖．

同样地，同学们可以仿照上述过程，由犪犿÷犪狀＝犪犿－狀 和（犪犿）狀＝犪犿狀，

得出对数运算的其他性质．

于是，我们得到如下的对数的运算性质：

如果犪＞０，犪≠１，犕 ＞０，犖 ＞０，那么

（１）ｌｏｇ犪（犕犖）＝ｌｏｇ犪犕＋ｌｏｇ犪犖；

（２）ｌｏｇ犪
犕

犖
＝ｌｏｇ犪犕－ｌｏｇ犪犖；

（３）ｌｏｇ犪犕狀＝狀ｌｏｇ犪犕 （狀∈犚）．

　用ｌｏｇ犪狓，ｌｏｇ犪狔，ｌｏｇ犪狕表示下列各式：

（１）ｌｏｇ犪
狓狔

狕
； （２）ｌｏｇ犪

狓２槡狔
３

槡狕
．

解　（１）　ｌｏｇ犪
狓狔

狕

＝ｌｏｇ犪 狓狔（ ）－ｌｏｇ犪狕

＝ｌｏｇ犪狓＋ｌｏｇ犪狔－ｌｏｇ犪狕；

（２）　ｌｏｇ犪
狓２槡狔
３

槡狕

＝ｌｏｇ犪 狓２槡狔（ ）－ｌｏｇ犪
３

槡狕

＝ｌｏｇ犪狓
２
＋ｌｏｇ犪槡狔－ｌｏｇ犪

３

槡狕

＝２ｌｏｇ犪狓＋
１

２
ｌｏｇ犪狔－

１

３
ｌｏｇ犪狕．

　求下列各式的值：

（１）ｌｏｇ２（４７×２５）； （２）ｌｇ
５

槡１００．

解　（１）　ｌｏｇ２（４７×２５）

＝ｌｏｇ２４
７
＋ｌｏｇ２２

５

＝７ｌｏｇ２４＋５ｌｏｇ２２

＝７×２＋５×１

＝１９；

（２）　ｌｇ
５

槡１００

＝
１

５
ｌｇ１０

２

＝
２

５
ｌｇ１０＝

２

５
．

　１．用ｌｇ狓，ｌｇ狔，ｌｇ狕表示下列各式：

例４

例５

练 习
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（１）ｌｇ（狓狔狕）； （２）ｌｇ
狓狔２

狕
； （３）ｌｇ

狓狔３

槡狕
； （４）ｌｇ

槡狓

狔
２狕
．

２．计算：

（１）ｌｏｇ３（２７×９２）； （２）ｌｇ１００２；

（３）ｌｇ０．００００１； （４）ｌｏｇ７
３

槡４９．

３．求下列各式的值：

（１）ｌｏｇ２６－ｌｏｇ２３； （２）ｌｇ５＋ｌｇ２；

（３）ｌｏｇ５３＋ｌｏｇ５
１

３
； （４）ｌｏｇ３５－ｌｏｇ３１５．

４．４　对数函数及其性质




我们研究指数函数时，曾经讨论过细胞分裂问题．某种细胞分裂时，得

到的细胞个数狔是分裂次数狓的函数，这个函数可以用指数函数

狔＝２
狓

表示．

现在我们来研究相反的问题．知道了细胞个数狔，如何来确定分裂次

数狓？

为了求狔＝２
狓 中的狓，我们将狔＝２狓 改写成对数式为

狓＝ｌｏｇ２狔．

对于每一个给定的狔值，都有一个唯一的狓值与之对应．把狔看作自

变量，狓就是狔的函数．这样就得到了一个新的函数．

习惯上，仍用狓表示自变量，用狔表示它的函数，这样，上面的函数就

写成狔＝ｌｏｇ２狓．

函数狔＝犾狅犵犪狓（犪＞０，且犪≠１）叫做对数函数，其中狓是自变量．函数

的定义域是（０，＋∞）．

　函数狔＝ｌｏｇ犪狓 与函数狔＝犪
狓（犪＞０，犪≠１）的定义域、值域之间有什

么关系？　

对数函数狔＝ｌｏｇ犪狓 （犪＞０，犪≠１）有哪些性质呢？

问 题

思 考
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４．４　对数函数及其性质　　　　
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因为对数函数狔＝ｌｏｇ犪狓与指数函数狔＝犪
狓互为反函数，所以狔＝

ｌｏｇ犪狓的图像与狔＝犪
狓的图像关于直线狔＝狓对称．因此，我们只要画出

和狔＝犪
狓的图像关于直线狔＝狓对称的曲线，就可以得到狔＝ｌｏｇ犪狓的

图像．

例如，画出与第４．２节中狔＝２狓 的图像（如图４２１所示）关于直

线狔＝狓对称的曲线，就可以得到狔＝ｌｏｇ２狓的图像（如图４４１（１）

所示）．　

（１）
　

（２）

图４４１

　

用同样的方法，画出与狔＝
１

２（ ）
狓

的图像（如图４２２所示）关于

直线狔＝狓对称的曲线，就可以得到狔＝ｌｏｇ１２狓的图像（如图４４１（２）

所示）．

　观察图４４２中的函数的图像，对照指数函数的性质，你发现对数函数狔＝

ｌｏｇ犪狓有哪些性质？

探 究
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　　　第四单元　指数函数与对数函数
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图４４２

一般地，对数函数狔＝ｌｏｇ犪狓在其底数犪＞１及０＜犪＜１这两种情况的

图像和性质如表４４１所示．

表４４１

０＜犪＜１ 犪＞１

图

像

定义域 （０，＋∞）

值　域 犚

性　质
过定点（１，０），即狓＝１时，狔＝０

在（０，＋∞）上是减函数 在（０，＋∞）上是增函数

　求下列函数的定义域：

（１）狔＝ｌｏｇ犪狓２；

（２）狔＝ｌｏｇ犪（４－狓）；

（３）狔＝ｌｏｇ犪（９－狓２）．

解　（１）因为狓２＞０，即狓≠０，所以函数狔＝ｌｏｇ犪狓
２的定义域是

｛狓狘狓≠０｝；

（２）因为４－狓＞０，即狓＜４，所以函数狔＝ｌｏｇ犪（４－狓）的定义域是

｛狓狘狓＜４｝；

（３）因为９－狓２＞０，即－３＜狓＜３，所以函数狔＝ｌｏｇ犪（９－狓
２）的定

义域是

例１
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４．４　对数函数及其性质　　　　
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｛狓狘－３＜狓＜３｝．

　比较下列各组数中两个值的大小：

（１）ｌｏｇ２３．４，ｌｏｇ２５．８；

（２）ｌｏｇ０．３１．８，ｌｏｇ０．３２．７；

（３）ｌｏｇ犪５．１，ｌｏｇ犪５．９（犪＞０，犪≠１）．

解　（１）考察对数函数狔＝ｌｏｇ２狓，因为它的底数２＞１，所以它在（０，

＋∞）上是增函数，于是

ｌｏｇ２３．４＜ｌｏｇ２５．８；

（２）考察对数函数狔＝ｌｏｇ０．３狓，因为它的底数为０．３，即０＜０．３＜１，所

以它在（０，＋∞）上是减函数，于是

ｌｏｇ０．３１．８＞ｌｏｇ０．３２．７；

（３）对数函数的增减性决定于对数的底数是大于１还是小于１．而

已知条件中并未明确指出底数犪与１哪个大，因此需要对底数犪进行

讨论：

当犪＞１时，函数狔＝ｌｏｇ犪狓在（０，＋∞）上是增函数，于是

ｌｏｇ犪５．１＜ｌｏｇ犪５．９；

当０＜犪＜１时，函数狔＝ｌｏｇ犪狓在（０，＋∞）上是减函数，于是

ｌｏｇ犪５．１＞ｌｏｇ犪５．９．

　例２是利用对数函数的增减性比较两个对数的大小，对底数犪与１的大小

关系未明确指定时，要分情况对底数进行讨论来比较两个对数的大小．

　１．画出函数狔＝ｌｏｇ３狓及狔＝ｌｏｇ１３狓的图像，并且说明这两个函数的相同性

质和不同性质．

２．求下列函数的定义域：

（１）狔＝ｌｏｇ５１－狓（ ）； （２）狔＝
１

ｌｏｇ２狓
；

（３）狔＝ｌｏｇ７
１

１－３狓
； （４）狔＝ ｌｏｇ３槡 狓．

３．比较下列各题中两个值的大小：

（１）ｌｏｇ１０６，ｌｏｇ１０８； （２）ｌｏｇ０．５６，ｌｏｇ０．５４；

（３）ｌｏｇ２
３
０．５，ｌｏｇ２

３
０．６； （４）ｌｏｇ１．５１．６，ｌｏｇ１．５１．４．

　知识与实践

燕子每年秋天都要从北方飞向南方过冬，研究燕子的专家发现，两岁

燕子的飞行速度可以表示为函数狏＝５ｌｏｇ２
犗

１０
，单位是ｍ／ｓ，其中犗表示燕

子的耗氧量．

例２

注 意

练 习
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（１）计算当燕子静止时的耗氧量是多少个单位？

（２）当一只燕子的耗氧量是８０个单位时，它的飞行速度是多少？

４．５　复 习 与 巩 固




　　本章从实际背景出发，在抽象出函数的概念，给出函数的表示法，研究

了函数的单调性、奇偶性的基础上，进而研究了两类特殊的函数（指数函

数、对数函数）的性质及应用．

一、知识结构

二、回顾与思考

１．函数是两个集合上的一种对应关系．你能从实际问题抽象出数学问

题并用函数模型描述这种依赖关系吗？你能结合实例选择用解析法、列表

法、图像法来描述不同的具体问题吗？

２．类比整数指数幂的运算，你能准确地进行根式、分数指数幂的运算

吗？你能根据对数的性质准确地进行对数运算吗？

３．本章主要运用数形结合的方法来研究函数的性质．通过函数的图像

来探索函数的性质，利用函数的性质又可以作出函数的图像．你能运用函数

解决问题吗？运用函数解决问题的关键是什么？

复习参考题

　１．犪
－
２
３（犪＞０）用根式表示为（　　）．

Ａ．犪槡 ３ Ｂ．
３

犪槡 ２ Ｃ．
１

犪槡 ３
Ｄ．

１
３

犪槡 ２

犃组
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４．５　复习与巩固　　　　
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２．
４
（３－π）槡 ４ 等于（　　）．

Ａ．３－π Ｂ．π－３ Ｃ．±（π－３） Ｄ．±（３－π）

３．若０＜犪＜１，记犿＝犪
－１，狀＝犪

－
４
３，狆＝犪

－
１
３，则犿，狀，狆的大小关系是

（　　）．

Ａ．犿＜狀＜狆 Ｂ．犿＜狆＜狀

Ｃ．狀＜犿＜狆 Ｄ．狆＜犿＜狀

４．已知函数犳（狓）＝４＋犪狓－１ 的图像恒过定点犘，则犘 点的坐标是

（　　）．　

Ａ．（１，５） Ｂ．（１，４） Ｃ．（０，４） Ｄ．（４，０）

５．已知犿＞０，且１０
狓
＝ｌｇ１０犿＋ｌｇ

１

犿
，则狓的值为（　　）．

Ａ．２ Ｂ．１ Ｃ．０ Ｄ．－１

６．设ｌｇ２＝犪，ｌｇ３＝犫，则ｌｇ １．槡 ８＝（　　）．

Ａ．
２犫＋犪－１

２
Ｂ．犫＋犪－１ Ｃ．

犫＋２犪－１

２
Ｄ．犪＋犫

７．函数狔＝ ｌｏｇ１２（狓－１槡 ）的定义域是（　　）．

Ａ．（１，＋∞） Ｂ．（２，＋∞） Ｃ．（－∞，２） Ｄ．（１，２］

８．把下列指数式化为对数式（犪＞０，且犪≠１）：

（１）犪０＝１； （２）犪１＝犪；

（３）犪３＝犖； （４）犪
２
３＝犕．

９．把下列对数式化为指数式（犪＞０，且犪≠１）：

（１）ｌｏｇ犪犕＝犫（犕 ＞０）；

（２）ｌｏｇ犪
５

犪槡 ３
＝
３

５
；

（３）ｌｏｇ犪６４＝６；

（４）ｌｏｇ犪狓狔＝５（狓狔＞０）．

１０．计算（ｌｇ２）３＋３ｌｇ２·ｌｇ５＋（ｌｇ５）３的值．

１１．求下列函数的定义域：

（１）犳（狓）＝ｌｏｇ２（４＋３狓）；

（２）犳（狓）＝ ４狓－槡 １６．

１２．已知ｌｇ２＝０．３０１０，ｌｇ３＝０．４７７１，求下列各对数的值（精确到０．０００１）：

（１）ｌｇ６； （２）ｌｇ４；

（３）ｌｇ１２； （４）ｌｇ
３

２
．

　１３．比较下列各题中两个值的大小：

（１）
５

２（ ）
０．９

， ５
２（ ）

０．６

； （２）
５

６（ ）
－０．２

， ５
６（ ）

０．３

；

（３）１．００１１．７，１．００１１．８； （４）０．９９３．３，０．９９４．４．

１４．设狔１＝犪
３狓＋１，狔２＝犪－２狓，其中犪＞０，且犪≠１，确定狓为何值时，有

（１）狔１＝狔２； （２）狔１＞狔２．

１５．按复利计算利息的一种储蓄，本金为犪元，每期利率为狉，设本利和为

犅组
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狔，存期为狓，写出本利和狔随存期狓变化的函数解析式．如果存入本金

１０００元，每期利率为２．２５％，试计算５期后的本利和是多少（精确到

１元）？

１６．已知２犿 ＝３，２狀＝５，用犿，狀的代数式求ｌｏｇ２４５０．

１７．利用对数函数的性质，比较下列各组数中两个数的大小：

（１）ｌｏｇ５７．８与ｌｏｇ５７．９；

（２）ｌｏｇ０．３３与ｌｏｇ０．３２；

（３）ｌｎ０．３２与ｌｇ２．

１８．如果我国ＧＤＰ年平均增长率保持为７％，约多少年后我国的ＧＤＰ在

２０１２年的基础上翻两番？

　１９．若函数狔＝犪
２狓＋犫＋１（犪＞０且犪≠１，犫为实数）的图像恒过（１，２），求犫

的值．

２０．设０≤狓≤２，求函数狔＝４
狓－
１

２－犪·２狓＋
犪２

２
＋１的最大值与最小值．

２１．已知犳（狓）＝２＋ｌｏｇ３狓（狓∈［１，９］），求函数狔＝［犳（狓）］
２
＋犳（狓２）的

最大值与最小值．

第１９题参考解答
　　　　　　

第２０题参考解答
　　　　　　

第２１题参考解答
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　　　第五单元　数　　列
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５．１　数 列 的 概 念




我们看下面的例子：

传说古希腊毕达哥拉斯（Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ，约公元前５７０年～约公元前５００

年）学派的数学家经常在沙滩上研究数学问题．他们在沙滩上画两点或用小

石子摆成一定的形状来表示数，这种数后被人们称为“形数”．比如，他们研

究过如图５１１所示的形，相应地得到一列数

１，４，９，１６，…． ①

图５１１

某幼师２０２１（１）班学生的学号由小到大排成一列数：

１，２，３，４，…，５６． ②

从１９９２年到２０１６年，我国体育健儿参加了７次奥运会，获得的金牌数

排成一列数：

１６，１６，２８，３２，５１，３８，２６． ③

某放射性物质不断变为其他物质，每经过１年，剩留的这种物质是原

来的８４％．设这种物质最初的质量是１，则这种物质各年开始时的剩留量排

成一列数：

１，０．８４，０．８４２，０．８４３，…． ④

这些问题有什么共同的特点？

像上面的问题中，按照一定次序排列着的一列数称为数列（ｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆ

ｎｕｍｂｅｒ），数列中的每一个数都叫做这个数列的项，各项依次叫做这个数列

的第一项（或首项），第２项，第３项，……，第狀项，……．

数列的一般形式可以写成

问 题
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５．１　数列的概念　　　　
７３　　　

犪１，犪２，犪３，…，犪狀，…．

简记为｛犪狀｝．

项数有限的数列叫做有穷数列，项数无限的数列叫做无穷数列．

在数列｛犪狀｝中，序号和项之间存在着一种对应关系．例如，数列①的序

号和项之间存在着下面的对应关系：

序号 １ ２ ３ ４ …

↓ ↓ ↓ ↓

项 １ ４ ９ １６ …

从函数的观点看，数列可以看成以正整数集犖（或它的有限子集

｛１，２，３，…，狀｝）为定义域的函数犪狀＝犳（狀）．

如果数列｛犪狀｝的第狀项犪狀 与狀之间的关系可以用一个公式来表示，

那么这个公式叫做这个数列的通项公式．

例如，数列①的通项公式是犪狀 ＝狀２，数列 ② 的通项公式是

犪狀＝狀（狀≤５０），数列④的通项公式是犪狀＝０．８４
狀－１．

　根据下面数列｛犪狀｝的通项公式，写出它的前５项：

（１）犪狀＝
狀

狀＋１
；　　　　　（２）犪狀＝（－１）狀·狀．

解　（１）在通项公式中依次取狀＝１，２，３，４，５，得到数列｛犪狀｝的前５

项为

１

２
，２
３
，３
４
，４
５
，５
６
；

（２）在通项公式中依次取狀＝１，２，３，４，５，得到数列｛犪狀｝的前５

项为

－１，２，－３，４，－５．

与函数一样，数列也可以用图像、列表等方法来表示．数列的图像是一

系列孤立的点．例如，全体正偶数按从小到大的顺序构成数列

２，４，６，…，２狀，…．

这个数列还可以用表５１１和图５１２分别表示．

表５１１

狀 １ ２ ３ … 犽 …

犪狀 ２ ４ ６ … ２犽 …

　

图５１２

例１
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　　　第五单元　数　　列
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　如图５１３中的三角形称为希尔宾斯基（Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ）三角形．在图中４个三

角形内，着色三角形的个数依次构成一个数列｛犪狀｝的前４项，试写出这个

数列的前４项．并用列表和图像表示．

图５１３

解　在这４个三角形中着色三角形的个数依次为１，３，９，２７，即数列

｛犪狀｝的４项分别为犪１＝１，犪２＝３，犪３＝９，犪４＝２７．它们可用表５１２和图

５１４分别表示如下．

表５１２

狀 １ ２ ３ ４

犪狀 １ ３ ９ ２７
　　

图５１４

　一、选择题

１．下列说法中，正确的是（　　）．

Ａ．数列１，２，３，４，５与数列５，４，３，２，１是相同的数列

Ｂ．数列
１

２
，
１

３
，
１

４
，
１

５
…的第狀项是

１

狀

Ｃ．数列０，２，４，６，８…可记为｛２狀｝

Ｄ．数列
狀＋１

狀｛ ｝的第犽项为１＋１犽
２．数列２，４，６，８，…的一个通项公式是（　　）．

Ａ．犪狀＝２
狀 Ｂ．犪狀＝２＋狀 Ｃ．犪狀＝２狀 Ｄ．犪狀＝狀

２

二、填空题

１．数列
１

５
，
１

１０
，
１

１５
，
１

２０
…的第５项是　　　　．

２．数列｛２狀＋１｝的第３项等于　　　　．

３．已知数列的通项公式犪狀 ＝５×（－１）狀＋１，则它的前５项分别

是　　　　．　

４．根据数列的通项公式填表５１３：

例２
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５．１　数列的概念　　　　
７５　　　

表５１３

狀 １ ２ … ５ … … 狀

犪狀 … … ３８０ … 狀（狀＋１）

５．观察下面数列的规律，用适当的数填空：

（１）２，４，（　　），１６，３２，（　　），１２８；

（２）（　　），４，９，１６，２５，（　　），４９；

（３）－１，
１

２
，（　　），

１

４
，－
１

５
，
１

６
，（　　）；

（４）１，槡２，（　　），２，槡５，（　　），槡７．

６．写出下面数列｛犪狀｝的前５项：

（１）犪１＝
１

２
，犪狀＝４犪狀－１＋１（狀≥２）；

（２）犪１＝－
１

４
，犪狀＝１－

１

犪狀－１
（狀≥２）．

三、解答题

１．已知数列｛犪狀｝第一项是１，第二项是２，以后各项由犪狀 ＝犪狀－１＋

犪狀－２（狀≥３）给出，写出这个数列的前５项，并求前５项的和．

２．已知数列｛犪狀｝的通项公式是犪狀＝－狀２＋４狀，（狀∈犖）写出这个数

列的前３项，并判断这个数列的所有项中有没有最大的项．

　知识与实践

集体活动：

（１）按数拍手

“我们来听数拍手，我报几你们就拍几下．”

（２）认识序数

出示黑板上１０朵花．

问：黑板上有几朵花？第一朵花在哪里？我们按顺序说一说每朵花的

位置．

教师手指第４朵花．

问：这是第几朵花？谁会用一个数字来表示花的位置．你在这里放４

表示什么意思？我们平时用４可以表示什么？现在你知道数字有几个好

处了？（表示物体的位置，表示物体的数量）

你能在每朵花的下面都放一个数字来表示它的位置吗？

教师拿掉第４、５、９朵花．

问：谁能说说，哪几朵花不见了？你又是怎么发现的？谁帮助你一看

就知道第几朵花不见了？
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　　　第五单元　数　　列
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５．２　等 差 数 列




５．２．１　等差数列及其通项公式


我们经常这样数数，从０开始，每隔５数一次，可以得到数列：

０，５，１０，１５，２０，…． ①

全国统一鞋号中，女式鞋的各种尺码（表示鞋底长，单位为ｃｍ）从小到

大依次是

２１，２１
１

２
，２２，２２

１

２
，２３，２３

１

２
，２４，２４

１

２
，２５ ②

图５２１表示堆放的钢管，共堆放了７层，自上而下各层的钢管数是

４，５，６，７，８，９，１０． ③

我国现行储蓄制度规定银行支付存款利息的方式为单利，即不把利息

加入本金计算下一期的利息．按照单利计算本利和的公式是

本金和＝本金×（１＋利率×存期）．

例如，按活期存入１０００元钱，年利率是０．７２％，那么按照单利，５年内

各年末的本利和分别如表５２１所示．

表５２１

时　间 年初本金（元） 年末本利和?（元）

第１年 １０００ １０７２

第２年 １０００ １１４４

第３年 １０００ １２１６

第４年 １０００ １２８８

第５年 １０００ １３６０

　　各年末的本利和（单位：元）组成了数列：

１０７２，１１４４，１２１６，１２８８，１３６０． ④

问 题

图５２１　


?　假设５年既不加

进存款也不取

款，且不扣除利

息税．
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５．２　等 差 数 列　　　　
７７　　　

上面的数列①、②、③、④有什么共同特点？

我们看到：

对于数列①，从第２项起，每一项与前一项的差都等于５；

对于数列②，从第２项起，每一项与前一项的差都等于
１

２
；

对于数列③，从第２项起，每一项与前一项的差都等于１；

对于数列④，从第２项起，每一项与前一项的差都等于７２．

也就是说，这些数列有一个共同特点：从第２项起，每一项与前一项的

差都等于同一常数．

一般地，如果一个数列从第２项起，每一项与它的前一项的差都等于

同一个常数犱，即

犪狀－犪狀－１＝犱（狀＝２，３，４，…），

那么这个数列就叫做等差数列（ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅ）?，这个常数犱叫做等

差数列的公差（ｃｏｍｍｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ）．

上面４个数列都是等差数列，它们的公差依次是５，
１

２
，１，７２．

　判断下列数列是否为等差数列：

（１）１，１，１，１，１；

（２）４，７，１０，１３，１６；

（３）－３，－２，－１，１，２，３；

（４）１，０，１，０，１，０．

解　（１）所给数列是首项为１，公差为０的等差数列；

（２）所给数列是首项为４，公差为３的等差数列；

（３）因为第２项与第１项的差是１，第４项与第３项的差是２，所以这

个数列不是等差数列；

（４）因为第２项与第１项的差是－１，第３项与第２项的差是１，所以这

个数列不是等差数列．

　求出下列等差数列中的未知项：

（１）３，犪，５；

（２）３，犫，犮，－９．

解　（１）根据题意，得

犪－３＝５－犪，

解得 犪＝４．

（２）根据题意，得

犫－３＝犮－犫，

犮－犫＝－９－犮，
烅
烄

烆

解得


?　一些教科书把等

差数列的英文缩

写 记 作 Ａ．Ｐ．

（Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ

Ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｏｎ）．

例１

例２
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犫＝－１，

犮＝－５．
烅
烄

烆

如果等差数列｛犪狀｝的首项是犪１，公差是犱，我们根据等差数列的定义

可以得到

犪２－犪１＝犱，犪３－犪２＝犱，犪４－犪３＝犱，…．

所以

犪２＝犪１＋犱，

犪３＝犪２＋犱＝（犪１＋犱）＋犱＝犪１＋２犱，

犪４＝犪３＋犱＝（犪１＋２犱）＋犱＝犪１＋３犱，

……

因此，首项为犪１，公差为犱的等差数列的通项公式是

犪狀＝犪１＋（狀－１）犱．

　
数列①、②、③、④的通项公式是什么？

　（１）求等差数列８，５，２，…的第２０项．

（２）－４０１是不是等差数列－５，－９，－１３，…的项？如果是，是第几项？

解　（１）由犪１＝８，犱＝５－８＝－３，狀＝２０，得

犪２０＝犪１＋（２０－１）犱＝８＋（２０－１）×（－３）＝－４９．

（２）由犪１＝－５，犱＝－９－（－５）＝－４，得这个数列的通项公式为

犪狀＝犪１＋（狀－１）犱＝－５－４（狀－１）＝－４狀－１．

由题意知，本题是要回答是否存在正整数狀，使得

－４０１＝－４狀－１

成立．解这个关于狀的方程，得狀＝１００，即－４０１是这个数列的第１００项．

　梯子的最高一级宽３３ｃｍ，最低一级宽１１０ｃｍ，中间还有１０级，各级的宽度

成等差数列．计算中间各级的宽度．

解　用｛犪狀｝表示梯子自上而下各级宽度所成的等差数列，由已知条件，有

犪１＝３３，犪１２＝１１０，狀＝１２．

由通项公式，得

犪１２＝犪１＋（１２－１）犱，

即

１１０＝３３＋１１犱．

解得

犱＝７．

思 考

例３

例４
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５．２　等 差 数 列　　　　
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因此，犪２＝３３＋７＝４０，犪３＝４０＋７＝４７，犪４＝５４，犪５＝６１，犪６＝６８，

犪７＝７５，犪８＝８２，犪９＝８９，犪１０＝９６，犪１１＝１０３．

答　梯子中间各级的宽度从上到下依次是４０ｃｍ，４７ｃｍ，５４ｃｍ，

６１ｃｍ，６８ｃｍ，７５ｃｍ，８２ｃｍ，８９ｃｍ，９６ｃｍ，１０３ｃｍ．

　１．判断下列数列是否为等差数列？

（１）－１，－１，－１，－１，－１； （２）１，
１

２
，
１

３
，
１

４
；

（３）２，３，２，３，２，３； （４）０．１，０．２，０．３，０．４，０．５；

（５）２，４，８，１２，１６； （６）７，１２，１７，２２，２７．

２．已知下列数列是等差数列，试在括号内填上适当的数：

（１）（　　），５，１０； （２）１，槡２，（　　）；

（３）３１，（　　），（　　），１０．

３．如果犪，犃，犫这３个数成等差数列，那么犃＝
犪＋犫

２
．我们把

犪＋犫

２
叫做犪

和犫的等差中项．试求下列各组数的等差中项：

（１）１００与１８０； （２）－２与６．

４．在等差数列｛犪狀｝中，

（１）已知犪１＝２，犱＝３，狀＝１０，求犪狀；

（２）已知犪１＝３，犪狀＝２１，犱＝２，求狀；

（３）已知犪１＝１２，犪６＝２７，求犱；

（４）已知犱＝－
１

３
，犪７＝８，求犪１．

５．（１）求等差数列３，７，１１，…的第４项与第１０项．

（２）求等差数列１０，８，６，…的第２０项．

（３）１００是不是等差数列２，９，１６，…的项？如果是，是第几项？

６．一幢高层住宅楼共有１８层，每层楼高２．８ｍ，请问从低到高每层楼地板

的高度构成的数列是否等差数列？如果是，它的首项和公差各是多少？

７．裕彤体育场一角的看台的座位是这样排列的：第一排有１５个座位，从

第二排起每一排都比前一排多２个座位，你能用犪狀 表示第狀排的座位

数吗？第１０排能坐多少人？

８．已知｛犪狀｝是等差数列：

（１）２犪５＝犪３＋犪７是否成立？２犪５＝犪１＋犪９呢？为什么？

（２）２犪狀＝犪狀－１＋犪狀＋１（狀＞１）是否成立？据此你能得出什么结论？

２犪狀＝犪狀－犽＋犪狀＋犽（狀＞犽＞０）是否成立？你又能得出什么结论？

　知识与实践

游戏：纸牌乐．

两个幼儿为一组．游戏开始，把１～１０的纸牌放在桌面上，两个幼儿猜

“剪刀石头布”，获胜的幼儿先取一张纸牌，输了的幼儿找出它的相邻数．游

戏依次进行，教师巡回指导．

练 习
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５．２．２　等差数列的前狀项和


３００多年前，高斯的算术老师提出了下面的问题：

１＋２＋３＋…＋１００＝？

据说，当其他同学忙于把１００个数逐项相加时，只有１０岁的高斯（图

５２２）却用下面的方法迅速算出了正确答案：

（１＋１００）＋（２＋９９）＋…＋（５０＋５１）＝１０１×５０＝５０５０．

高斯的算法实际上解决了等差数列１，２，３，…，狀，…前１００项的和

的问题．人们从这个算法中受到启发，用下面的方法计算１，２，３，…，

狀，…的前狀项和：　

由

１ ＋ ２ ＋ … ＋ 狀－１ ＋ 狀

狀 ＋ 狀－１ ＋ … ＋ ２ ＋ １

（狀＋１） ＋ （狀＋１） ＋ … ＋ （狀＋１） ＋ （狀＋１）

可知

１＋２＋３＋…＋狀＝
（狀＋１）×狀

２
．

高斯的算法妙处在哪里？这种方法能够推广到求一般等差数列的前狀

项和吗？

一般地，我们称

犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀

为数列｛犪狀｝的前狀项和，用犛狀 表示，即

犛狀＝犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀．

由高斯算法获得启示，对于首项为犪１，公差为犱的等差数列，我们用两

种方式表示犛狀：

犛狀＝犪１＋（犪１＋犱）＋（犪１＋２犱）＋…＋［犪１＋（狀－１）犱］， ①

犛狀＝犪狀＋（犪狀－犱）＋（犪狀－２犱）＋…＋［犪狀－（狀－１）犱］． ②

由①＋②，得

２犛狀＝（犪１＋犪狀）＋（犪１＋犪狀）＋…＋（犪１＋犪狀）
烉烇 烋
狀个

＝狀（犪１＋犪狀）．

由此得到等差数列｛犪狀｝的前狀项和的公式：

问 题

图５２ ２　高斯（Ｃａｒｌ

ＦｒｉｅｄｒｉｃｈＧａｕｓｓ，１７７７～

１８５５），德国著名数学

家．他研究的内容几乎

涉及数学的各个领域，

是历史上最伟大的数

学家之一，被称为“数

学王子”．
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犛狀＝
狀（犪１＋犪狀）

２
．

如果将等差数列的通项公式犪狀＝犪１＋（狀－１）犱代入上面的公式，那么

犛狀 还可以表示为

犛狀＝狀犪１＋
狀（狀－１）

２
犱．

　如图５２３所示，一个堆放铅笔的Ｖ形架的最下面一层放１支铅笔，往上

每一层都比它下面一层多放１支，最上面一层放１２０支．这个Ｖ形架上共放

着多少支铅笔？

解　由题意可知，这个Ｖ形架上共放着１２０层铅笔，且自下而上各层

的铅笔数成等差数列，记为｛犪狀｝，其中犪１＝１，犪１２０＝１２０．根据等差数列前狀

项和公式，得

犛１２０＝
１２０×（１＋１２０）

２
＝７２６０．

答　Ｖ形架上共放着７２６０支铅笔．

　等差数列－１０，－６，－２，２，…前多少项的和是５４？

解　设题中的等差数列为｛犪狀｝，前狀项和是犛狀，则

犪１＝－１０，犱＝－６－（－１０）＝４．

设犛狀＝５４，根据等差数列前狀项和公式，得

－１０狀＋
狀（狀－１）

２
×４＝５４．

整理，得

狀２－６狀－２７＝０．

解得

狀１＝９，狀２＝－３（舍去）．

因此等差数列－１０，－６，－２，２，…前９项的和是５４．

　
例６中犛狀 有没有最大值？有没有最小值？

　１．根据下列各题中的条件，求相应的等差数列｛犪狀｝的前狀项和犛狀：

（１）犪１＝５，犪狀＝９５，狀＝１０；

（２）犪１＝１００，犱＝－２，狀＝５０；

（３）犪１＝１４．５，犱＝０．７，犪狀＝３２．

２．等差数列５，４，３，２，…前多少项的和是－３０？

３．求等差数列１３，１５，１７，…，８１的各项的和．

例５

图５２３　

例６

思 考
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　　　第五单元　数　　列
８２　　　

４．一个剧场设置了２０排座位，第一排有３８个座位，往后每一排都比前一

排多两个座位．这个剧场一共设置了多少个座位？

５．一个多边形的周长等于１５８ｃｍ，所有各边的长成等差数列，最大的边长

等于４４ｃｍ，公差等于３ｃｍ，求多边形的边数．

６．一个等差数列｛犪狀｝的第６项是５，第３项与第８项的和也是５，求这个等

差数列前９项的和．

７．已知等差数列｛犪狀｝的通项公式是犪狀＝３狀－２，求它的前２０项的和．

　知识与实践

结合本节知识，设计下列幼儿园活动：

活动名称：单双数涂色；

活动目标：能正确辨认单双数，并给其涂色；

活动材料：画有单双数的格子图、油画棒；

活动内容：找出单双数的格子，分别涂上两种不同的颜色．

５．３　等 比 数 列




５．３．１　等比数列及其通项公式


如图５３１所示是某种细胞分裂的模型，细胞分裂的个数可以组成一

个数列：

１，２，４，８，…． ①

我国古代一些学者提出：“一尺之棰，日取其半，万世不竭．”用现代语

言描述就是：一尺长的木棒，每日取其一半，永远也取不完．这样，每日剩下

的部分都是前一日的一半，如果把“一尺之棰”看成单位“１”，每日的剩余量

构成的数列是

１，
１

２
，
１

４
，
１

８
，
１

１６
，…． ②

除了单利，银行还有一种支付利息的方式———复利，即把前一期的利

息和本金加在一起算作本金，再计算下一期的利息，也就是通常说的“利滚

利”，按照复利计算本金和的公式是

问 题

图５３１　
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本利和＝本金×（１＋利率）存期．

例如，现在存入银行１００００元钱，年利率是１．９８％，那么按照复利，５年内各

年末的本利和构成了一个数列：

１００００×１．０１９８，１００００×１．０１９８２，１００００×１．０１９８３，

１００００×１．０１９８
４，… ③

上面的数列①、②、③有什么共同的特点？

一般地，如果一个数列从第２项起，每一项与它前一项的比等于同一

个常数狇，即

犪狀

犪狀－１
＝狇（狀＝２，３，４，…），

那么这个数列叫做等比数列（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅ），这个常数狇叫做等比数

列的公比（ｃｏｍｍｏｎｒａｔｉｏ），显然狇≠０．

一般地，首项为犪１，公比为狇的等比数列的通项公式是

犪狀＝犪１狇
狀－１．

上面的３个数列都是等比数列，它们的公比依次是２，
１

２
，１．０１９８．

　判断下列数列是否为等比数列：

（１）１，１，１，１；

（２）０，１，２，４，８；

（３）１，－
１

２
，
１

４
，－
１

８
，
１

１６
．

解　（１）所给数列是首项为１，公比为１的等比数列；

（２）因为０不能作除数，所以这个数列不是等比数列；

（３）所给数列是首项为１，公比为－
１

２
的等比数列．

　求出下列等比数列中的未知项：

（１）２，犪，８；

（２）－４，犫，犮，
１

２
．

解　（１）根据题意，得
犪

２
＝
８

犪
，

所以 犪＝４或犪＝－４．

（２）根据题意，得

犫

－４
＝
犮

犫
，

１

２

犮
＝
犮

犫
．

烅

烄

烆

例１

例２
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解得
犫＝２，

犮＝－１．
烅
烄

烆

所以 犫＝２，犮＝－１．

　培育水稻新品种，如果第一代得到１２０粒种子，并且从第一代起，由以后各

代的每一粒种子都可以得到下一代的１２０粒种子，到第５代大约可以得到

这个新品种的种子多少粒（结果保留两位有效数字）？

解　由于每代的种子数是它的前一代数的１２０倍，逐代的种子数组成

等比数列，记为｛犪狀｝，其中犪１＝１２０，狇＝１２０，因此

犪５＝１２０×１２０
５－１
≈２．５×１０

１０．

答　到第５代大约可以得到种子２．５×１０１０粒．

　在等比数列｛犪狀｝中，

（１）已知犪１＝３，狇＝－２，求犪６；

（２）已知犪３＝１２，犪４＝１８，求犪１和狇．

解　（１）由等比数列的通项公式，得

犪６＝３×（－２）６－１＝－９６．

（２）设等比数列的公比为狇，那么

犪１狇
２
＝１２，

犪１狇
３
＝１８．

烅
烄

烆

解得

狇＝
３

２
，

犪１＝
１６

３
．

烅

烄

烆

　在２４３和３中间插入３个数，使这５个数成等比数列．

解　设插入的３个数为犪１，犪２，犪３，由题意得

２４３，犪１，犪２，犪３，３

成等比数列．设公比为狇，则

３＝２４３狇
５－１．

解得 狇＝±
１

３
．

因此，所求３个数为８１，２７，９或－８１，２７，－９．

　１．判断下列数列是否为等比数列：

（１）１，２，１，２，１； （２）－２，－２，－２，－２；

（３）１，－
１

３
，
１

９
，－
１

２７
，
１

８１
； （４）２，１，

１

２
，
１

４
，０．

２．已知下列数列是等比数列，试在括号内填上适当的数：

例３

例４

例５
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（１）（　　），３，２７；　　　　　　（２）３，（　　），５；

（３）１，（　　），（　　），
２７

８
．

３．下列数列哪些是等差数列，哪些是等比数列？

（１）２，４，６，８，１０； （２）２２，２，１，２－１，２－２；

（３）３，３，３，３，３．

４．求下列等比数列的公比、第５项和第狀项：

（１）２，６，１８，５４，…；

（２）７，
１４

３
，
２８

９
，
５６

２７
，…；

（３）０．３，－０．０９，０．０２７，－０．００８１，…；

（４）５，５犮＋１，５２犮＋１，５３犮＋１，…．

５．已知等比数列的公比为
２

５
，第４项是

５

２
，求这个数列的前３项．

６．已知犪１，犪２，犪３，…，犪狀 是公比为狇的等比数列，那么新数列犪狀，犪狀－１，

犪狀－２，…，犪１也是等比数列吗？如果是，公比是多少？

７．已知无穷等比数列｛犪狀｝的首项为犪１，公比为狇．

（１）依次取出数列｛犪狀｝中的所有奇数项，组成一个新数列，这个新数列

还是等比数列吗？如果是，它的首项和公比是多少？

（２）数列｛犮犪狀｝（其中常数犮≠０）是等比数列吗？如果是，它的首项和公比

是多少？

８．由下列等比数列的通项公式，求首项和公比：

（１）犪狀＝２狀；　　　　 （２）犪狀＝
１

４
·１０狀．

９．（１）一个等比数列的第９项是
４

９
，公比是－

１

３
，求它的第１项；

（２）一个等比数列的第２项是１０，第３项是２０，求它的第１项与第４项．

５．３．２　等比数列的前狀项和


国际象棋（如图５３２所示）起源于古代印度，相传国王要奖赏国际象

棋的发明者，问他想要什么，发明者说：“请在棋盘的第１个格子里放上一

颗麦粒，在第２个格子里放上２颗麦粒，在第３个格子里放上４颗麦粒，在

第４个格子里放上８颗麦粒，依次类推，每个格子里放的麦粒数都是前一个

格子里放的麦粒数的２倍，直到第６４个格子．”国王觉得这并不是很难办到

的事，就欣然同意了他的要求．一般千粒麦子的质量约为４０ｇ，据查，目前世

界年度小麦产量约７．５亿吨．而当时，全球的年度小麦产量应不足３亿吨．根

据以上数据，你认为国王有能力实现他的诺言吗？

问 题

图５３２　
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让我们来分析一下，如果把各格所放的麦粒数看成一个数列，我们可

以得到一个等比数列：它的首项为１，公比为２，求第１格到第６４格的麦粒

总数，就是求这个数列的前６４项的和犛６４，

犛６４＝１＋２＋２
２
＋２

３
＋…＋２６３．

一般地，设有等比数列

犪１，犪２，犪３，…，犪狀，…，

它的前狀项和是

犛狀＝犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀．

根据等比数列的通项公式，上式可写成

犛狀＝犪１＋犪１狇＋犪１狇
２
＋…＋犪１狇狀－１． ①

我们发现，用狇乘①的两边，可得

狇犛狀＝犪１狇＋犪１狇
２
＋…＋犪１狇狀－１＋犪１狇狀． ②

①、②的右边有很多相同的项，①－②，得

（１－狇）犛狀＝犪１－犪１狇狀．

由此可以得到狇≠１时，等比数列｛犪狀｝的前狀项和的公式

犛狀＝
犪１（１－狇狀）

１－狇
（狇≠１）．

因为 犪１狇
狀
＝（犪１狇狀－１）狇＝犪狀狇，

所以上面的公式还可以写成

犛狀＝
犪１－犪狀狇

１－狇
（狇≠１）．

现在，我们来解决本节开头提出的问题，由犪１＝１，狇＝２，狀＝６４，

可得 犛６４＝
１（１－２６４）

１－２
＝２

６４
－１．

２６４－１这个数很大，超过了１．８４×１０１９，而千粒麦子的质量约为４０ｇ，那么

麦粒的总质量超过了７０００亿吨，因此，国王难以实现他的诺言．

　
若等比数列的公比狇＝１，那么怎样求犛狀？

　求等比数列
１

２
，
１

４
，
１

８
…的前８项和．

解　由犪１＝
１

２
，狇＝

１

４
÷
１

２
＝
１

２
，狀＝８，

思 考

例６

复
旦
大
学
出
版
社



５．３　等 比 数 列　　　　
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得 犛８＝

１

２
１－

１

２（ ）
８

［ ］
１－

１

２

＝
２５５

２５６
．

　在等比数列｛犪狀｝中，已知犪１＝１，犪犽＝２４３，狇＝３，求犛犽．

解　根据等比数列的前狀项和公式，得

犛犽＝
１－２４３×３

１－３
＝３６４．

　在等比数列｛犪狀｝中，已知犛３＝７，犛６＝６３，求犪狀．

解　显然狇≠１，根据等比数列的前狀项和公式，得

犛３＝
犪１（１－狇３）

１－狇
＝７，

犛６＝
犪１（１－狇６）

１－狇
＝６３．

将上面两个等式的两边分别相除，得１＋狇３＝９．

所以狇＝２，由此可得犪１＝１，因此

犪狀＝犪１狇
狀－１＝２

狀－１．

　１．求下列等比数列的各项和：

（１）１，３，９，…，２１８７；　　　　（２）１，－
１

２
，
１

４
，－
１

８
，…，－

１

５１２
．

２．根据下列条件，求等比数列｛犪狀｝的前狀项和犛狀：

（１）犪１＝３，狇＝２，狀＝６； （２）犪１＝－１，狇＝－
１

３
，狀＝５；

（３）犪１＝８，狇＝
１

２
，犪狀＝

１

２
； （４）犪２＝３，犪４＝２７，狀＝５．

３．在等比数列｛犪狀｝中：

（１）已知狇＝
１

２
，犛５＝３

５

８
，求犪１与犪５；

（２）已知犪１＝２，犛３＝２６，求狇与犪３；

（３）已知犪３＝１
１

２
，犛３＝４

１

２
，求犪１与狇．

４．如果一个等比数列的前５项和等于１０，前１０项和等于５０，那么它的前

１５项和等于多少？

５．如图５３３所示，一个球从１００ｍ高处自由落下，每次着地后又跳回原

高度的一半再落下，求：当它第１０次着地时，经过的路程共是多少？

　知识与实践

结合本节知识，设计下列幼儿园活动．

例７

例８

练 习

图５３３　

复
旦
大
学
出
版
社



　　　第五单元　数　　列
８８　　　

活动名称：排一排衣服花边；

活动目标：能根据一隔二、一隔一、ＡＢＣ等规律进行排列；

活动材料：五彩小方格、自制底板；

活动内容：从起点出发，沿着虚线按照一定的规律（一隔二、一隔一、

ＡＢＣ）排列，直到将虚线排满．

５．４　复 习 与 巩 固




一、知识结构

问题情景

↓


↓


数 列






等差数列

通
项
公




式

前
狀
项
和
公





式






概 念

含




义

通
项
公





式






等比数列

通
项
公




式

前
狀
项
和
公



式

二、回顾与思考

１．数列在现实世界中无处不在，你能举出一些数列的实例吗？数列实

际上是定义域为正整数集犖＋（或它的有限子集｛１，２，３，…，狀｝）的函数当

自变量从小到大依次取值时对应的一列函数值．你能从函数的观点认识数

列吗？

２．通项公式与递推公式是给出一个数列的两种重要方法．你能结合例

子来说明如何根据数列的通项公式写出数列的任意一项？如何根据数列

的递推公式写出数列的前几项？
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５．４　复习与巩固　　　　
８９　　　

３．等差数列与等比数列是两种简单、常用的数列．你能准确并灵活地

使用这两种数列的通项公式与前狀项和公式来计算并解决一些简单问题

吗？（注意：可以使用对比的学习策略，进一步认识它们之间的区别

和联系．）

复习参考题

　１．若直角三角形的３条边的长组成公差为３的等差数列，则３边的长分别

为（　　）．

Ａ．５，８，１１　　 Ｂ．９，１２，１５

Ｃ．１０，１３，１６　　 Ｄ．１５，１８，２１

２．设犪１，犪２，犪３，犪４成等比数列，其公比为２，则
２犪１＋犪２

２犪３＋犪４
的值为（　　）．

Ａ．
１

４
Ｂ．
１

２
Ｃ．
１

８
Ｄ．１

３．已知等比数列｛犪狀｝中，犪３＝７，犛３＝２１，则公比狇的值是（　　）．

Ａ．１ Ｂ．－
１

２

Ｃ．１或－
１

２
Ｄ．－１或－

１

２

４．数列｛３狀＋２｝的第１０项等于　　　　．

５．数列２，７，１２，１７，狓，２７，…中狓的值等于　　　　．

６．数列槡２，槡５， 槡２２，槡１１，…的一个通项公式是　　　　．

７．等差数列７，４，１，－２，…，－４１共有　　　　项．

８．已知等比数列｛犪狀｝中，犪３＝９，犪９＝３，则犪６＝　　　　．

９．在等比数列｛犪狀｝中，犛狀＝３狀＋犫，则犫的值为　　　　．

１０．写出数列的一个通项公式，使它的前４项分别是下列各数：

（１）１，
３

４
，
５

９
，
７

１６
；　　　 （２）

２

１×３
，
４

３×５
，
６

５×７
，
８

７×９
；

（３）１１，１０１，１００１，１０００１； （４）
２

３
，－
４

９
，
２

９
，－
８

８１
．

１１．在等比数列｛犪狀｝中：

（１）已知犪４＝２７，狇＝－３，求犪７；

（２）已知犪２＝１８，犪４＝８，求犪１与狇；

（３）已知犪５＝４，犪２＝６，求犪９；

（４）已知犪５－犪１＝１５，犪４－犪２＝６，求犪３．

１２．为了参加幼师春季运动会的５０００ｍ长跑比赛，某同学给自己制定了７

天的训练计划：第一天跑５０００ｍ，以后每天比前一天多跑５００ｍ，这个

同学７天一共将跑多长的距离？

　１３．根据图５４１所示的图形及相应的点数，在空格和括号中分别填上适

当的形和数，并写出形数构成的数列的一个通项公式．

犃组

犅组
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　　　第五单元　数　　列
９０　　　

图５４１

１４．求等比数列
３

２
，
３

４
，
３

８
，…从第３项到第７项的和．

１５．（１）设等差数列｛犪狀｝的通项公式是３狀－２，求它的前狀项和公式．

（２）设等差数列｛犪狀｝的前狀项和公式是犛狀＝５狀２＋３狀，求它的前３项，

并求它的通项公式．

１６．成等差数列的３个正数的和等于１５，并且这３个数分别加上１，３，９后

又成等比数列．求这３个数．

１７．如图５４２所示，在边长为１的等边三角形犃犅犆中，连接各边中点得

△犃１犅１犆１，再连接△犃１犅１犆１ 的各边中点得△犃２犅２犆２……如此继续

下去，求第１０个三角形的边长．

１８．已知等差数列｛犪狀｝的前狀项和为犛狀＝狀２＋
１

２
狀，求这个数列的通项公

式，并指出它的首项与公差．

　１９．已知｛犪狀｝是等差数列，其前狀项和为犛狀，｛犫狀｝是等比数列，且犪１＝犫１＝２，

犪４＋犫４＝２７，犛４－犫４＝１０．求数列｛犪狀｝和｛犫狀｝的通项公式．
２０．观察： 　　 　１

１＋２＋１

１＋２＋３＋２＋１

１＋２＋３＋４＋３＋２＋１

……

（１）第１００行是多少个数的和？这个和是多少？

（２）计算第狀行的值．

第１９题参考解答
　　　　　　

第２０题参考解答

图５４２　

犆组
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第六单元　三角函数

６．１　角的概念的推广

６．２　弧度制

６．３　任意角的正弦函数、余弦函数和正切函数

６．４　同角三角函数的基本关系

６．５　诱导公式

６．６　两角和与两角差的三角函数

　　　６．６．１　两角和的三角函数

　　　６．６．２　两角差的三角函数

　　　６．６．３　二倍角的三角函数

６．７　正弦函数的图像与性质

６．８　余弦函数的图像与性质

６．９　正切函数的图像与性质

６．１０　已知三角函数值求角

６．１１　复习与巩固
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　　　第六单元　三 角 函 数
９２　　　

６．１　角的概念的推广




（１）在跳水比赛中，我们经常听到转体２周、转体３周半等动作名称，

你知道它们分别表示旋转的角度是多少吗？

（２）幼儿园里小朋友骑自行车时，自行车的车轮在前进和后退的过程

中形成的角一样吗？

（３）教室中时钟的分针与时针所成的角度是多少？

我们知道，角可以看成平面内一条射线绕着端点从一个位置旋转到另

一个位置所成的图形．如图６１１所示，一条射线的端点是犗，它从起始位

置犗犃按逆时针方向旋转到终止位置犗犅，形成了一个角α，点犗是角的顶

点，射线犗犃，犗犅分别是角的始边、终边．

通常用小写希腊字母α，β，γ，θ等来表示角．

在初中我们只研究了０°～３６０°范围的角，但在实际生活中，我们

还会遇到其他的角．例如在跳水比赛中，向前转体２周或向后转体１

周；车轮向前转或向后转等．实际上，角的形成可以按照两种相反的旋

转方向：逆时针方向和顺时针方向．为了区别起见，我们规定，按逆时

针方向旋转所形成的角叫做正角，按顺时针方向旋转所形成的角叫

做负角．如图６ １ ２中，以犗犃 为始边的角α＝２１０°，β＝ －１５０°，

γ＝－６６０°．特别地，如果一条射线没有作任何旋转，我们称这个角为

零角．

在问题（１）中，转体２周即旋转７２０°，转体３周半即旋转１２６０°．在问题

（２）中，自行车不论是前进还是后退，车轮按逆时针方向旋转都形成正角，

车轮按顺时针方向旋转都形成负角．在问题（３）中，时钟的分针和时针都按

顺时针方向旋转形成负角．

为了方便研究，以后我们都是把角安置在直角坐标系内讨论，并使角

的顶点与原点重合，角的始边在狓轴的非负半轴上．这样，一个角的终边落

在第几象限，就说这个角是第几象限的角（或说这个角属于第几象限）．如图

６１３（１）所示，３０°，３９０°，－３３０°都是第一象限的角；如图６１３（２）所示，

３００°，－６０°都是第四象限的角．如果角的终边落在坐标轴上，就认为这个角

不属于任何象限．

问 题

图６１１　

图６１２　
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６．１　角的概念的推广　　　　
９３　　　

图６１３

从图６１３（１）中看出，３９０°，－３３０°都与３０°终边相同，而且

３９０°＝３０°＋３６０°，

－３３０°＝３０°＋（－１）×３６０°．

同样，７５０°，－６９０°也与３０°终边相同，可表示为

７５０°＝３０°＋２×３６０°，

－６９０°＝３０°＋（－２）×３６０°．

于是，所有与３０°角终边相同的角，连同３０°角在内，构成一个集合

犛＝｛β狘β＝３０°＋犽·３６０°，犽∈犣｝．

一般地，我们有：

所有与角α终边相同的角，连同角α在内，构成一个集合

犛＝｛β狘β＝α＋犽·３６０°，犽∈犣｝，

即所有与角α终边相同的角，都可以表示成角α与整数个周角的和．

　在０°～３６０°内，找出与下列各角终边相同的角，并判定它们是第几象限

的角：

（１）－１２５°；　　　　　（２）６６０°；　　　　　（３）－９２５°８′．

解　（１）－１２５°＝２３５°－３６０°，

所以与－１２５°角终边相同的角是２３５°角，它是第三象限角；

（２）６６０°＝３００°＋３６０°，

所以与６６０°角终边相同的角是３００°角，它是第四象限角；

（３）－９２５°８′＝１５４°５２′－３×３６０°，

所以与－９２５°８′角终边相同的角是１５４°５２′角，它是第二象限角．

　写出终边在狓轴上的角的集合．

解　在０°到３６０°范围内，终边在狓轴上的角有两个，即０°角和１８０°角．

所有与０°角终边相同的角构成集合

犛１＝｛β狘β＝犽·３６０°，犽∈犣｝．

而所有与１８０°角终边相同的角构成集合

例１

例２
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　　　第六单元　三 角 函 数
９４　　　

犛２＝｛β狘β＝１８０°＋犽·３６０°，犽∈犣｝．

于是，终边在狓轴上的角的集合就是

犛＝犛１∪犛２

＝｛β狘β＝２犽·１８０°，犽∈犣｝∪｛β狘β＝（２犽＋１）·１８０°，犽∈犣｝

＝｛β狘β＝狀·１８０°，狀∈犣｝．

　１．（口答）锐角是第几象限的角？第一象限的角是否都是锐角？再就钝角、

直角回答这两个问题．

２．（口答）１ｈ内时针先后形成的角是锐角吗？

３．如果两个角有相同的终边，这两个角相等吗？为什么？

４．在直角坐标系内作出下列各角，并指出它们是哪个象限的角：

（１）４２０°；　　　（２）－７５°；　　　（３）８５５°；　　　（４）－５１０°．

５．在０°到３６０°之间，找出与下列各角终边相同的角，并指出它们是哪个象

限的角：

（１）－５４°１８′； （２）３９５°８′；

（３）－１１９０°３０′； （４）１５６３°．

６．写出与下列各角终边相同的角的集合：

（１）４５°； （２）－３０°；

（３）１３０３°１８′； （４）－２２５°．

　知识与实践

结合本节所学知识，针对幼儿园小朋友骑自行车的活动探讨自行车车

轮旋转的角度．

６．２　弧 度 制




怎样度量角的大小？

在初中我们已经学过一种角的度量，规定周角的
１

３６０
为１度的角，记作

１°，这种用度作为单位来度量角的单位制叫做角度制．而在科学研究以及生

产实际中常用的另一种度量角的单位制是弧度制．

练 习

问 题
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６．２　弧　度　制　　　　
９５　　　

我们把长度等于半径长的弧所对的圆心角叫做１弧度的角，记作

１ｒａｄ或１弧度．如图６２１所示，犃犅
︵
的长等于半径狉，它所对的圆心角

∠犃犗犅就是１弧度的角，这种用弧度作为单位来度量角的单位制，叫

做弧度制．

正角的弧度数是一个正数，负角的弧度数是一个负数，零角的弧度数

是０．一般地，一个圆心角α所对的弧长犾中所含半径狉的倍数就是这个角α

的弧度数，即任一已知角α的弧度数的绝对值

狘α狘＝
犾

狉
，或犾＝狘α狘·狉，

其中犾是把α当作圆心角时所对弧的长，狉是圆的半径．

在角度制里３６０°所对的弧长是犾＝２π狉，所以周角的弧度数是

犾

狉
＝
２π狉

狉
＝２π，

即

３６０°＝２πｒａｄ．

通常可以把ｒａｄ或“弧度”省略．

由此可得下列换算关系：

２π＝３６０°，π＝１８０°，

１（弧度）＝
１８０

π（ ）°≈５７．３０°＝５７°１８′，１°＝ π１８０≈０．０１７４５．

　把１３５°，０°及－３６°化成弧度．

解　１３５°＝
π

１８０
×１３５＝

３π

４
；

０°＝
π

１８０
×０＝０；

－３６°＝
π

１８０
×（－３６）＝－

π

５
．

　把
２π

５
，０，－

７π

６
化成度．

解　
２π

５
＝
２

５
×１８０°＝７２°；

０＝０×１８０°＝０°；

－
７π

６
＝－

７

６
×１８０°＝－２１０°．

用弧度制来度量角，实际上在角的集合与实数集合之间建立了一一对

应的关系：每一个角都有唯一的一个实数（这个角的弧度数）与它对应；反

过来，每一个实数也都有唯一的一个角（角的弧度数就是这个实数）与它

图６２１　
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　　　第六单元　三 角 函 数
９６　　　

对应．

下面列出常用的特殊角的度数与弧度数的对应表（如表６ ２ １

所示）．

表６２１

度 ０° ３０° ４５° ６０° ９０° １２０° １３５° １５０° １８０° ２７０° ３６０°

弧度 ０
π

６

π

４

π

３

π

２

２

３
π

３

４
π

５

６
π π

３

２
π ２π

　求下列各式的值：

（１）ｓｉｎ
π

６
；　　　　　　　　　（２）ｔａｎ１．５．

解　（１）因为
π

６
＝３０°，所以ｓｉｎ

π

６
＝ｓｉｎ３０°＝

１

２
；

（２）因为１．５≈１．５×５７．３０°＝８５．９５°＝８５°５７′，

所以ｔａｎ１．５≈ｔａｎ８５°５７′＝１４．１２．（使用计算器或查《中学数学

用表》）

　已知圆的半径为２０ｃｍ，求圆心角４８°１２′所对的弧长（精确到１ｃｍ）．

解　因为４８°１２′＝４８．２°≈４８．２×０．０１７４５≈０．８４１，

所以所求的弧长为犾＝０．８４１×２０≈１７（ｃｍ）．

　１．把下列各角化为弧度：

（１）１２°；　　　　　　　（２）７５°；　　　　　　　（３）－１３５°；

（４）－２４０°； （５）３００°； （６）２２°３０′．

２．把下列各角化为度：

（１）
π

１２
； （２）－

４

３
π； （３）

３

１０
π；

（４）－
π

５
； （５）－１２π； （６）

５

６
π．

３．求下列各式的值：

（１）ｓｉｎ
π

３
； （２）ｔａｎ

π

６
；

（３）ｃｏｓ１．２； （４）ｓｉｎ１．

４．（口答）时间经过４ｈ，时针、分针各转了多少度？等于多少弧度？

５．已知半径为１２０ｍｍ的圆上的一条弧的长度是１４４ｍｍ，求这条弧所对

的圆心角的弧度数与度数．

６．分别用度和弧度表示等边三角形、等腰直角三角形的各角．

例３

例４
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６．３　任意角的正弦函数、余弦函数和正切函数　　　　
９７　　　

６．３　任意角的正弦函数、余弦
函数和正切函数




在初中，我们已经学过锐角的三角函数．它们都是在直角三角形中以锐

角为自变量、以边长的比值为函数值的函数．如果α是一个任意大小的角，

我们怎样将锐角的三角函数推广到任意角的三角函数呢？

设α是一个任意大小的角，α的终边上任意一点犘（除原点外）的坐标

是（狓，狔），点犘与原点的距离是狉（狉＝ 狓２＋狔槡 ２
＞０），如图６３１所示．

图６３１

α的３种三角函数定义为

正弦函数：ｓｉｎα＝
狔

狉
；

余弦函数：ｃｏｓα＝
狓

狉
；

正切函数：ｔａｎα＝
狔

狓
．

由相似三角形的知识，比值
狔

狉
，
狓

狉
，
狔

狓
的大小只与角α终边的位置有

关，而与犘点的取法无关（如图６３２所示）．即对于确定的角α，上面３个

比值都是唯一确定的，这就是说，正弦、余弦、正切都是以角为自变量，以比

值为函数值的函数．
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　　　第六单元　三 角 函 数
９８　　　

图６３２

　

（１）比值“
狔

狉
”与初中已学过的“对边比斜边”有什么区别与联系？

（２）对所有的角α，比值
狔

狉
，
狓

狉
，
狔

狓
都有意义吗？

由三角函数的定义可知：在弧度制下，三角函数的定义域如表６３１

所示．

表６３１

三 角 函 数 定　　义　　域

ｓｉｎα＝
狔

狉
犚

ｃｏｓα＝
狓

狉
犚

ｔａｎα＝
狔

狓
αα≠

π

２
＋犽π，犽∈犣｛ ｝

　已知角α的终边经过点犘（２，－３），求α的正弦、余弦和正切值．

解　因为狓＝２，狔＝－３，所以

狉＝ ２２＋（－３）槡 ２
＝槡１３．

于是

ｓｉｎα＝
狔

狉
＝
－３

槡１３
＝－

槡３ １３

１３
，

ｃｏｓα＝
狓

狉
＝
２

１槡３
＝
槡２ １３

１３
，

ｔａｎα＝
狔

狓
＝－

３

２
．

　求下列各角的正弦、余弦和正切值：

（１）０；　　　　（２）π；　　　　（３）
３π

２
．

思 考
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６．３　任意角的正弦函数、余弦函数和正切函数　　　　
９９　　　

解　（１）因为当α＝０时，狓＝狉，狔＝０，所以

ｓｉｎ０＝
狔

狉
＝
０

狉
＝０，

ｃｏｓ０＝
狓

狉
＝
狉

狉
＝１，

ｔａｎ０＝
狔

狓
＝
０

狓
＝０．

（２）因为当α＝π时，狓＝－狉，狔＝０，所以

ｓｉｎπ＝０，

ｃｏｓπ＝－１，

ｔａｎπ＝０．

（３）因为当α＝
３π

２
时，狓＝０，狔＝－狉，所以

ｓｉｎ
３π

２
＝－１，

ｃｏｓ
３π

２
＝０，

ｔａｎ
３π

２
不存在．

　１．已知角α的终边经过点犘（－３，４），求α的正弦、余弦和正切值．

２．填写表６３２：

表６３２

α ０° ９０° １８０° ２７０° ３６０°

α的弧度数

ｓｉｎα

ｃｏｓα

ｔａｎα

３．求狔＝
１

１＋ｃｏｓ狓
的定义域．

４．计算：

（１）７ｃｏｓ２７０°＋１２ｓｉｎ０°＋２ｃｏｓ９０°；

（２）ｃｏｓ
π

３
－ｔａｎ

π

４
＋ｓｉｎ

π

６
＋
槡３

２
ｔａｎ
π

３
．

　
对于不同象限的角，它们的三角函数值的符号如何变化？

练 习
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　　　第六单元　三 角 函 数
１００　　

　　由各象限内点的坐标的符号知道：

第一、第二象限角的正弦值
狔

狉
是正的（狔＞０，狉＞０），第三、第四象限

角的正弦值
狔

狉
是负的（狔＜０，狉＞０）；

第一、第四象限角的余弦值
狓

狉
是正的（狓＞０，狉＞０），第二、第三象限

角的余弦值
狓

狉
是负的（狓＜０，狉＞０）；

第一、第三象限角的正切值
狔

狓
是正的（狓，狔同号）；第二、第四象限角的

正切值
狔

狓
是负的（狓，狔异号）．

各三角函数值在每个象限的符号如图６３３所示．

图６３３

由三角函数的定义可以知道：终边相同的角的同名三角函数值相等．

由此得到一组公式，记为公式一：

狊犻狀（α＋犽·３６０°）＝狊犻狀α，

犮狅狊（α＋犽·３６０°）＝犮狅狊α，

狋犪狀（α＋犽·３６０°）＝狋犪狀α．

其中犽∈犣．

（公式一）

利用公式一，可以把求任意角的三角函数值，转化为求０°到３６０°角的

三角函数值．

　确定下列三角函数值的符号：

（１）ｓｉｎ－
π

４（ ）；　　　　（２）ｃｏｓ２５０°；　　　　（３）ｔａｎ－１１π６（ ）．
解　（１）因为－

π

４
是第四象限的角，所以ｓｉｎ－

π

４（ ）＜０；
（２）因为２５０°是第三象限的角，所以ｃｏｓ２５０°＜０；

（３）因为－
１１π

６
＝－２π＋

π

６
是第一象限的角，所以ｔａｎ－

１１π

６（ ）＞０．

　求下列三角函数值：

（１）ｓｉｎ３９０°；　　　　（２）ｃｏｓ１１２９°５０′；　　　　（３）ｔａｎ
１３π

６
．

例３

例４

复
旦
大
学
出
版
社



６．４　同角三角函数的基本关系　　　　
１０１　　

解　（１）ｓｉｎ３９０°＝ｓｉｎ（３０°＋３６０°）＝ｓｉｎ３０°＝
１

２
；

（２）ｃｏｓ１１２９°５０′＝ｃｏｓ（４９°５０′＋３·３６０°）＝ｃｏｓ４９°５０′＝０．６４５１；

（３）ｔａｎ
１３π

６
＝ｔａｎ

π

６
＋２π（ ）＝ｔａｎπ６＝

槡３

３
．

　在三角函数中，角和三角函数值的对应关系是多值对应关系，即给定一个

角，它的三角函数值是唯一的（除不存在的情况），如α＝０°，ｓｉｎ０°＝０；反过

来，给定一个三角函数值，就有无穷多个角和它对应，如ｓｉｎα＝０，

α＝犽·３６０°或α＝犽·３６０°＋１８０°（犽∈犣）．

　１．（口答）设α是三角形的一个内角，在ｓｉｎα，ｃｏｓα，ｔａｎα中，哪些有可能

取负值？

２．确定下列三角函数值的符号：

（１）ｃｏｓ
１６π

５
； （２）ｓｉｎ－

４π

３（ ）； （３）ｔａｎ５５６°．

３．求下列三角函数值：

（１）ｃｏｓ１１０９°； （２）ｔａｎ
１９π

３
； （３）ｓｉｎ（－１０５０°）．

４．选择题：

当α为第二象限的角时，
狘ｓｉｎα狘

ｓｉｎα
－
ｃｏｓα

狘ｃｏｓα狘
的值是（　　）．

Ａ．１　　　　　　Ｂ．０　　　　　　Ｃ．２　　　　　　Ｄ．－２

５．填空题：

（１）已知ｓｉｎ２狓＝１，则狓＝　　　　；

（２）已知ｃｏｓ２狓－
π

２（ ）＝－１，则狓＝　　　　．
６．已知角α的终边上有一点犘（狓，－２），且狘犗犘狘＝４，求狓的值．

７．角α在哪个象限时，它的三角函数值全是正数？哪个象限内的角的三角

函数值全是负数？

６．４　同角三角函数的基本关系




当角α确定后，α的正弦、余弦、正切值也随之确定，它们之间有何关系？

注 意
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　　　第六单元　三 角 函 数
１０２　　

根据正弦、余弦、正切函数的定义，

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ
２
α＝

狔

狉（ ）
２

＋
狓

狉（ ）
２

＝
狔２＋狓

２

狉２
＝
狉２

狉２
＝１．

当α≠
π

２
＋犽π（犽∈犣）时，

ｔａｎα＝
狔

狓
＝

狔

狉

狓

狉

＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
．

由此可得下列同角三角函数之间的基本关系：

狊犻狀２α＋犮狅狊
２
α＝１，

狋犪狀α＝
狊犻狀α

犮狅狊α
．

　已知ｓｉｎα＝
３

５
，并且α是第二象限角，求ｃｏｓα，ｔａｎα的值．

解　因为ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，所以

ｃｏｓ２α＝１－ｓｉｎ
２
α＝１－

３

５（ ）
２

＝
１６

２５
．

又因为α是第二象限角，所以ｃｏｓα＜０．于是

ｃｏｓα＝－
１６

２５槡 ＝－
４

５
．

从而

ｔａｎα＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝
３

５
∶ －

４

５（ ）＝３５× －
５

４（ ）＝－３４．

　已知ｃｏｓθ＝
１

２
，求ｓｉｎθ，ｔａｎθ的值．

解　因为ｃｏｓθ＝
１

２
＞０，所以θ是第一或第四象限角．

如果θ是第一象限角，那么

ｓｉｎθ＝ １－ｃｏｓ
２槡 θ＝ １－

１

２（ ）槡
２

＝
槡３

２
，

ｔａｎθ＝
ｓｉｎθ

ｃｏｓθ
＝
槡３

２
∶
１

２
＝
槡３

２
×２＝槡３；

如果θ是第四象限角，那么

ｓｉｎθ＝－
槡３

２
，
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６．４　同角三角函数的基本关系　　　　
１０３　　

ｔａｎθ＝－槡３．

　化简ｔａｎα
１

ｓｉｎ２α
－槡 １，其中α是第二象限角．

解　因为α是第二象限角，所以ｓｉｎα＞０，ｃｏｓα＜０，故

ｔａｎα
１

ｓｉｎ２α
－槡 １＝ｔａｎα

１－ｓｉｎ
２
α

ｓｉｎ２α槡 　　　　　　　　　

＝ｔａｎα
ｃｏｓ２α

ｓｉｎ２α槡 ＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
·
狘ｃｏｓα狘

狘ｓｉｎα狘

＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
·－
ｃｏｓα

ｓｉｎα
＝－１．

　求证：
ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
＝
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

证法１　因为

ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
－
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
＝
ｓｉｎ２α－（１－ｃｏｓ２α）
（１＋ｃｏｓα）ｓｉｎα

＝０，

所以

ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
＝
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

证法２　因为

（１＋ｃｏｓα）（１－ｃｏｓα）＝１－ｃｏｓ２α＝ｓｉｎ２α，

又因为　１＋ｃｏｓα≠０，ｓｉｎα≠０，所以

ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
＝
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

　１．已知ｃｏｓα＝－
４

５
，且α为第三象限角，求ｓｉｎα，ｔａｎα的值．

２．已知ｓｉｎα＝－
１

２
，求ｃｏｓα，ｔａｎα的值．

３．化简：

（１）ｃｏｓα·ｔａｎα；　　　　　　（２）
２ｃｏｓ２α－１

１－２ｓｉｎ２α
．

４．求证：

（１）１＋ｔａｎ２α＝
１

ｃｏｓ２α
；

（２）ｓｉｎ４α－ｃｏｓ４α＝ｓｉｎ２α－ｃｏｓ２α；

（３）ｔａｎ２αｓｉｎ２α＝ｔａｎ２α－ｓｉｎ２α．

例３
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　　　第六单元　三 角 函 数
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６．５　诱 导 公 式




我们知道，锐角的三角函数值容易求出．利用公式一，可以把任意角的

三角函数值化成０°到３６０°角的三角函数值，那么如何求出９０°到３６０°角的

三角函数值呢？

设０°＜α＜９０°，那么

９０°到１８０°间的角，可以写成１８０°－α；

１８０°到２７０°间的角，可以写成１８０°＋α；

２７０°到３６０°间的角，可以写成３６０°－α．

　
角１８０°＋α的终边与角α的终边具有怎样的关系？它们的三角函数值

又具有怎样的关系？

下面先讨论－α的三角函数值与α的三角函数值的关系，为了讨论具

有一般性，假定α为任意角．

如图６５１所示，已知任意角α的终边与单位圆（以原点为圆心，

等于单位长的线段为半径的圆）的交点为犘（狓，狔），－α的终边与单位

圆的交点为犘′，因为α的终边与－α的终边关于狓轴对称，所以犘′的

坐标为（狓，－狔）．又因为单位圆的半径狉＝１，由正弦函数、余弦函数的

定义，得

ｓｉｎα＝狔，ｃｏｓα＝狓，

ｓｉｎ（－α）＝－狔，ｃｏｓ（－α）＝狓．

所以

ｓｉｎ（－α）＝－ｓｉｎα，ｃｏｓ（－α）＝ｃｏｓα，

ｔａｎ（－α）＝
ｓｉｎ（－α）

ｃｏｓ（－α）
＝
－ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝－ｔａｎα．

于是我们得到一组公式（公式二）：

问 题
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６．５　诱 导 公 式　　　　
１０５　　

狊犻狀（－α）＝－狊犻狀α，

犮狅狊（－α）＝犮狅狊α，

狋犪狀（－α）＝－狋犪狀α．

（公式二）

公式二可以将任意负角的三角函数转化成正角的三角函数．

下面再讨论１８０°＋α 角的三角函数值与任意角α 的三角函数值

的关系．

如图６５２所示，已知任意角α的终边与单位圆的交点为犘（狓，狔），因

为１８０°＋α 的终边与α 的终边关于原点对称，所以 犘′的坐标为

（－狓，－狔）．又因为单位圆的半径狉＝１，由正弦函数、余弦函数的定义，

ｓｉｎα＝狔，ｃｏｓα＝狓，

ｓｉｎ（１８０°＋α）＝－狔，ｃｏｓ（１８０°＋α）＝－狓．

所以

ｓｉｎ（１８０°＋α）＝－ｓｉｎα，ｃｏｓ（１８０°＋α）＝－ｃｏｓα，

ｔａｎ（１８０°＋α）＝
ｓｉｎ（１８０°＋α）

ｃｏｓ（１８０°＋α）
＝
－ｓｉｎα

－ｃｏｓα
＝ｔａｎα．

于是我们得到一组公式（公式三）：

狊犻狀（１８０°＋α）＝－狊犻狀α，

犮狅狊（１８０°＋α）＝－犮狅狊α，

狋犪狀（１８０°＋α）＝狋犪狀α．

（公式三）

公式三可以将（１８０°，２７０°）范围内的角的三角函数转化成锐角的三角

函数．

　求下列三角函数值：

（１）ｓｉｎ－
π

６（ ）；　　　（２）ｃｏｓ２２５°；　　　（３）ｃｏｓ－７π６（ ）．
解　（１）ｓｉｎ－

π

６（ ）＝－ｓｉｎπ６＝－
１

２
；

（２）ｃｏｓ２２５°＝ｃｏｓ（１８０°＋４５°）＝－ｃｏｓ４５°＝－
槡２

２
；

（３）ｃｏｓ－
７π

６（ ）＝ｃｏｓ７π６＝ｃｏｓπ＋
π

６（ ）＝－ｃｏｓπ６＝－
槡３

２
．

　化简
ｓｉｎ（１８０°＋α）·ｃｏｓ（－α）

ｃｏｓ（－α－１８０°）·ｓｉｎ（α＋３６０°）
．

解　
ｓｉｎ（１８０°＋α）·ｃｏｓ（－α）

ｃｏｓ（－α－１８０°）·ｓｉｎ（α＋３６０°）
＝

－ｓｉｎα·ｃｏｓα
ｃｏｓ［－（１８０°＋α）］·ｓｉｎα

＝
－ｃｏｓα

ｃｏｓ（１８０°＋α）
＝
－ｃｏｓα

－ｃｏｓα
＝１．

图６５２　
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　　　第六单元　三 角 函 数
１０６　　

利用公式二和公式三，可以推出１８０°－α与α的三角数值之间的

关系：

ｓｉｎ（１８０°－α）＝ｓｉｎ［１８０°＋（－α）］＝－ｓｉｎ（－α）＝ｓｉｎα．

ｃｏｓ（１８０°－α）＝ｃｏｓ［１８０°＋（－α）］＝－ｃｏｓ（－α）＝－ｃｏｓα．

ｔａｎ（１８０°－α）＝ｔａｎ［１８０°＋（－α）］＝ｔａｎ（－α）＝－ｔａｎα．

于是我们又得到一组公式（公式四）：

狊犻狀（１８０°－α）＝狊犻狀α，

犮狅狊（１８０°－α）＝－犮狅狊α，

狋犪狀（１８０°－α）＝－狋犪狀α．

（公式四）

公式四可以将（９０°，１８０°）范围内的角的三角函数转化为锐角的三角

函数．

利用公式一和公式二还可以得到３６０°－α 与α 的三角函数关系

（公式五）：

狊犻狀（３６０°－α）＝－狊犻狀α，

犮狅狊（３６０°－α）＝犮狅狊α，

狋犪狀（３６０°－α）＝－狋犪狀α．

（公式五）

公式五可以将（２７０°，３６０°）范围内的角的三角函数转化为锐角的三角

函数．

　
角１８０°－α的终边与角α的终边具有怎样的关系？

公式一、二、三、四、五都叫做诱导公式，概括如下：

α＋犽·３６０°（犽∈犣），－α，１８０°±α，３６０°－α的三角函数值等于任意

角α的同名函数值，前面加上把α看成锐角时原函数值的符号．

　求下列三角函数值：

（１）ｃｏｓ（－１５０°）；　　　（２）ｓｉｎ
３π

４
；　　　（３）ｓｉｎ－

２３π

６（ ）．
解　（１）ｃｏｓ（－１５０°）＝ｃｏｓ１５０°＝ｃｏｓ（１８０°－３０°）

＝－ｃｏｓ３０°

＝－
槡３

２
；

（２）ｓｉｎ
３π

４
＝ｓｉｎπ－

π

４（ ）＝ｓｉｎπ４＝
槡２

２
；

思 考
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６．５　诱 导 公 式　　　　
１０７　　

（３）ｓｉｎ－
２３π

６（ ）＝ｓｉｎπ６－２×２π（ ）
＝ｓｉｎ

π

６

＝
１

２
．

　化简
ｃｏｓ（α－π）ｃｏｓ（－α）

ｓｉｎ（π＋α）
·ｓｉｎ（α－２π）·ｃｏｓ（２π－α）．

解　
ｃｏｓ（α－π）ｃｏｓ（－α）

ｓｉｎ（π＋α）
·ｓｉｎ（α－２π）·ｃｏｓ（２π－α）

＝
ｃｏｓ［－（π－α）］·ｃｏｓα

－ｓｉｎα
·ｓｉｎα·ｃｏｓα

＝－ｃｏｓ（π－α）·ｃｏｓ２α

＝ｃｏｓα·ｃｏｓ２α

＝ｃｏｓ
３
α．

　１．求下列三角函数值：

（１）ｔａｎ２１０°；　 　　　　（２）ｃｏｓ
４

３
π；　　　　　（３）ｓｉｎ３π．

２．求下列三角函数值：

（１）ｃｏｓ（－４２０°）； （２）ｔａｎ（－７５０°）； （３）ｓｉｎ（－１１４０°）．

３．化简：

（１）
ｓｉｎ（１８０°＋α）ｃｏｓ（－α）

ｔａｎ（－１８０°－α）
；

（２）ｓｉｎ３（－α）ｃｏｓ（α＋２π）ｔａｎ（－α－π）．

４．填写表６５１：

表６５１

α ｓｉｎα ｃｏｓα ｔａｎα

－
π

３

２π

３

４π

３

５π

３

７π

３

５．求下列三角函数值：

（１）ｃｏｓ
６５

６
π； （２）ｓｉｎ－

３１

４
π（ ）； （３）ｔａｎ（－１５９６°）．
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　　　第六单元　三 角 函 数
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６．化简：

（１）
ｃｏｓ（α－π）ｔａｎ（α－２π）

ｓｉｎ（π－α）ｃｏｔ（２π－α）
；　　　（２）

ｃｏｓ（２π－α）ｓｉｎ（π＋α）

ｔａｎ（３π－α）ｃｏｓα
．

６．６　两角和与两角差的
三角函数




６．６．１　两角和的三角函数


在研究三角函数时，我们还经常遇到这样的问题：已知角α，β的三角

函数值，如何求出α＋β，α－β或２α的三角函数值？

下面我们先引出平面内两点间的距离公式，并从两角和的余弦公

式谈起．

在初中已经求过数轴上两点间的距离，知道这实际上就是求数轴上这

两点所表示的两个数的差的绝对值．现在考虑坐标平面内的任意两点

犘１（狓１，狔１），犘２（狓２，狔２）（如图６６１所示），从点犘１，犘２分别作狓轴的

垂线犘１犕１，犘２犕２，与狓轴交于点犕１（狓１，０），犕２（狓２，０）；再从点犘１，

犘２ 分别作狔 轴的垂线犘１犖１，犘２犖２，与狔 轴交于点 犖１（０，狔１），

犖２（０，狔２），直线犘１犖１与犘２犕２相交于点犙．那么

犘１犙＝犕１犕２＝狘狓２－狓１狘，

犙犘２＝犖１犖２＝狘狔２－狔１狘．

于是由勾股定理，可得

犘１犘
２
２＝犘１犙

２
＋犙犘

２
２　　　　　

＝狘狓２－狓１狘
２
＋狘狔２－狔１狘

２

＝（狓２－狓１）２＋（狔２－狔１）２．

由此得到平面内犘１（狓１，狔１），犘２（狓２，狔２）两点间的距离公式

问 题

图６６１　
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６．６　两角和与两角差的三角函数　　　　
１０９　　

犘１犘２＝ （狓２－狓１）２＋（狔２－狔１）槡 ２．

接下来，我们考虑如何运用两点间的距离公式，把两角和的余弦

ｃｏｓ（α＋β）用α，β的三角函数来表示的关系．

如图６６２所示，在直角坐标系狓犗狔中，作单位圆犗，并设α，β为任

意给定的角；α角的始边为犗狓，交圆犗于犘１，终边交圆犗于犘２；β角的始

边为犗犘２，终边交圆犗于犘３；又－β角的始边为犗犘１，终边交圆犗于犘４．这

时，犘１，犘２，犘３，犘４的坐标分别是

犘１（１，０）；犘２（ｃｏｓα，ｓｉｎα）；犘３（ｃｏｓ（α＋β），ｓｉｎ（α＋β））；

犘４（ｃｏｓ（－β），ｓｉｎ（－β））．

因为犘１犘３＝犘２犘４，由两点间的距离公式，得

　［ｃｏｓ（α＋β）－１］
２
＋ｓｉｎ

２（α＋β）

＝［ｃｏｓ（－β）－ｃｏｓα］
２
＋［ｓｉｎ（－β）－ｓｉｎα］

２．

展开整理后得两角和的余弦公式犆（α＋β）
：

犮狅狊（α＋β）＝犮狅狊α犮狅狊β－狊犻狀α狊犻狀β．

你认为ｃｏｓ（６０°＋３０°）与ｃｏｓ６０°＋ｃｏｓ３０°一样吗？

　求ｃｏｓ７５°．

解　ｃｏｓ７５°＝ｃｏｓ（４５°＋３０°）

＝ｃｏｓ４５°ｃｏｓ３０°－ｓｉｎ４５°ｓｉｎ３０°

＝
槡２

２
·槡
３

２
－
槡２

２
·
１

２

＝
槡６－槡２

４
．

　已知ｓｉｎα＝
２

３
，ｃｏｓβ＝－

３

４
，且α，β都是第二象限角，求ｃｏｓ（α＋β）的值．

解　由ｓｉｎα＝
２

３
，α是第二象限角，得

ｃｏｓα＝－ １－ｓｉｎ
２槡 α＝－ １－

２

３（ ）槡
２

＝－
槡５

３
；

又由ｃｏｓβ＝－
３

４
，β是第二象限角，得

ｓｉｎβ＝ １－ｃｏｓ
２槡 β＝ １－ －

３

４（ ）槡
２

＝
槡７

４
．

图６６２　

问 题

例１

例２

复
旦
大
学
出
版
社



　　　第六单元　三 角 函 数
１１０　　

所以

ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ　　　　

＝ －
槡５

３（ ）· －３４（ ）－２３·
槡７

４

＝
槡３５－ 槡２７

１２
．

　证明：对于任意角α，有下列公式

犮狅狊
π

２
－α（ ）＝狊犻狀α，

狊犻狀
π

２
－α（ ）＝犮狅狊α．

证明　ｃｏｓ
π

２
－α（ ）＝ｃｏｓπ２＋（－α）［ ］

＝ｃｏｓ
π

２
ｃｏｓ（－α）－ｓｉｎ

π

２
ｓｉｎ（－α）

＝０·ｃｏｓα－１·（－ｓｉｎα）

＝ｓｉｎα．

再把这个式子中的
π

２
－α换成α，可得

ｃｏｓα＝ｓｉｎ
π

２
－α（ ）．

所以，上述两个公式，对于任意角α都成立．

运用公式犆（α＋β）和例３的结论，便可得到

ｓｉｎ（α＋β）＝ｃｏｓ
π

２
－（α＋β）［ ］　　　　　　　　　　

＝ｃｏｓ
π

２
－α（ ）－β［ ］

＝ｃｏｓ
π

２
－α（ ）ｃｏｓβ＋ｓｉｎπ２－α（ ）ｓｉｎβ

＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ．

于是，我们有两角和的正弦公式犛（α＋β）：

狊犻狀（α＋β）＝狊犻狀α犮狅狊β＋犮狅狊α狊犻狀β．

　求ｓｉｎ１０５°的值．

解　ｓｉｎ１０５°＝ｓｉｎ（６０°＋４５°）

＝ｓｉｎ６０°ｃｏｓ４５°＋ｃｏｓ６０°ｓｉｎ４５°

＝
槡３

２
·槡
２

２
＋
１

２
·槡
２

２
＝
槡６＋槡２

４
．

例３

例４
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６．６　两角和与两角差的三角函数　　　　
１１１　　

　求证：ｃｏｓα＋槡３ｓｉｎα＝２ｓｉｎ
π

６
＋α（ ）．

分析　我们知道，证明恒等式可以把等号左边变形为右边，也可以把

等号右边变形为左边．对于上式，可以利用犛（α＋β）把等式右边进行变形．

证法１

右＝２ｓｉｎ
π

６
ｃｏｓα＋ｃｏｓ

π

６
ｓｉｎα（ ）＝２１

２
ｃｏｓα＋

槡３

２
ｓｉｎα（ ）

＝ｃｏｓα＋槡３ｓｉｎα＝左边，

所以，原式成立．

证法２

左＝２
１

２
ｃｏｓα＋

槡３

２
ｓｉｎα（ ）＝２ｓｉｎπ６ｃｏｓα＋ｃｏｓπ６ｓｉｎα（ ）

＝２ｓｉｎ
π

６
＋α（ ）＝右边，

所以，原式成立．

因为ｔａｎ（α＋β）＝
ｓｉｎ（α＋β）

ｃｏｓ（α＋β）
＝
ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ
ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ

，

当ｃｏｓαｃｏｓβ≠０时，分子、分母都除以ｃｏｓαｃｏｓβ，从而得到两角和的正切

公式犜（α＋β）
：

狋犪狀（α＋β）＝
狋犪狀α＋狋犪狀β
１－狋犪狀α狋犪狀β

．

　求ｔａｎ７５°的值．

解　ｔａｎ７５°＝ｔａｎ（４５°＋３０°）＝
ｔａｎ４５°＋ｔａｎ３０°

１－ｔａｎ４５°ｔａｎ３０°

＝

１＋
槡３

３

１－１×
槡３

３

＝
３＋槡３

３－槡３
＝２＋槡３．

　计算
１＋ｔａｎ１５°

１－ｔａｎ１５°
的值．

分析　因为ｔａｎ４５°＝１，所以原式可以看成是

ｔａｎ４５°＋ｔａｎ１５°

１－ｔａｎ４５°ｔａｎ１５°

的形式，然后用两角和的正切公式，把上式化成

ｔａｎ（４５°＋１５°），

而４５°＋１５°＝６０°是特殊角，可以求出它的正切值．

例５

例６

例７
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　　　第六单元　三 角 函 数
１１２　　

解　
１＋ｔａｎ１５°

１－ｔａｎ１５°
＝
ｔａｎ４５°＋ｔａｎ１５°

１－ｔａｎ４５°ｔａｎ１５°
＝ｔａｎ（４５°＋１５°）

＝ｔａｎ６０°＝槡３．

　１．等式ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎα＋ｓｉｎβ成立吗？用α＝６０°，β＝３０°代入进行检验．

２．化简：

（１）ｃｏｓ２４°ｃｏｓ３６°－ｃｏｓ６６°ｃｏｓ５４°；

（２）ｓｉｎ１１°ｃｏｓ２９°＋ｃｏｓ１１°ｓｉｎ２９°；

（３）
ｔａｎ２θ＋ｔａｎθ

１－ｔａｎ２θｔａｎθ
．

３．已知α，β都是锐角，ｓｉｎα＝
３

５
，ｃｏｓβ＝

５

１３
，求ｓｉｎ（α＋β）的值．

４．下面式子中不正确的是（　　）．

Ａ．ｓｉｎ
π

４
＋
π

３（ ）＝ｓｉｎπ４ｃｏｓ
π

３
＋
槡３

２
ｃｏｓ
π

４

Ｂ．ｃｏｓ
７π

１２
＝ｃｏｓ

π

４
ｃｏｓ
π

３
－
槡２

２
ｓｉｎ
π

３

Ｃ．ｃｏｓ－
π

１２（ ）＝ｃｏｓπ４ｃｏｓ
π

３
＋
槡６

４

Ｄ．ｃｏｓ
π

１２
＝ｃｏｓ

π

３
－ｃｏｓ

π

４

５．利用两角和的正弦、余弦公式证明：

（１）ｓｉｎ（π＋α）＝－ｓｉｎα；　　　（２）ｃｏｓ（π＋α）＝－ｃｏｓα；

（３）ｓｉｎ
π

２
＋α（ ）＝ｃｏｓα； （４）ｃｏｓ

π

２
＋α（ ）＝－ｓｉｎα．

６．６．２　两角差的三角函数


如果在上一节两角和的三角函数公式犛（α＋β）、犆（α＋β）和犜（α＋β）中，分别

用－β代替β，会怎样？

一般地，在两角和的三角函数公式中用－β代替β，可得到两角差的正

弦犛（α－β）、余弦犆（α－β）和正切犜（α－β）公式：

狊犻狀（α－β）＝狊犻狀α犮狅狊β－犮狅狊α狊犻狀β；

犮狅狊（α－β）＝犮狅狊α犮狅狊β＋狊犻狀α狊犻狀β；

狋犪狀（α－β）＝
狋犪狀α－狋犪狀β
１＋狋犪狀α狋犪狀β

．

犛（α－β）

犆（α－β）

犜（α－β）

练 习
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６．６　两角和与两角差的三角函数　　　　
１１３　　

　求ｃｏｓ１５°的值．

解　ｃｏｓ１５°＝ｃｏｓ（４５°－３０°）

＝ｃｏｓ４５°ｃｏｓ３０°＋ｓｉｎ４５°ｓｉｎ３０°

＝
槡２

２
·槡
３

２
＋
槡２

２
·
１

２
＝
槡６＋槡２

４
．

　已知ｃｏｓθ＝－
３

５
，θ∈

π

２
，π（ ），求ｓｉｎθ－π３（ ）的值．

解　由ｃｏｓθ＝－
３

５
，θ∈

π

２
，π（ ），得

ｓｉｎθ＝ １－ｃｏｓ
２槡 θ＝ １－ －

３

５（ ）槡
２

＝
４

５
，

所以

ｓｉｎθ－
π

３（ ）＝ｓｉｎθｃｏｓπ３－ｃｏｓθｓｉｎ
π

３

＝
４

５
·
１

２
－ －

３

５（ ）·槡３２

＝
４＋ 槡３３

１０
．

　已知ｔａｎα＝３，求ｔａｎα－
π

４（ ）的值．

解　ｔａｎα－
π

４（ ）＝
ｔａｎα－ｔａｎ

π

４

１＋ｔａｎαｔａｎ
π

４

＝
３－１

１＋３×１
＝
１

２
．

　１．求下列三角函数的值：

（１）ｓｉｎ１５°；　　　　　　　　　　（２）ｃｏｓ１６５°．

２．求证：

（１）ｃｏｓ
３

２
π－α（ ）＝－ｓｉｎα； （２）ｓｉｎ

３

２
π－α（ ）＝－ｃｏｓα．

３．已知ｔａｎα＝－２，ｔａｎβ＝２，求ｔａｎ（α－β）的值．

６．６．３　二倍角的三角函数


角α的三角函数与角２α的三角函数之间有怎样的关系？

例８

例９

例１０
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　　　第六单元　三 角 函 数
１１４　　

事实上，只要在犛（α＋β），犆（α＋β）
，犜（α＋β）公式中，令β＝α，就可以得到下

面的公式：

狊犻狀２α＝２狊犻狀α犮狅狊α；

犮狅狊２α＝犮狅狊
２
α－狊犻狀

２
α；

狋犪狀２α＝
２狋犪狀α

１－狋犪狀
２
α
．

犛２α

犆２α

犜２α

其中，公式犆２α还可以利用平方关系变形为

犮狅狊２α＝２犮狅狊
２
α－１＝１－２狊犻狀

２
α． 犆２α

以上公式都叫做二倍角公式．二倍角公式是两角和公式的特例．

有了二倍角公式，就可以用角α的三角函数表示２α的三角函数．

　已知ｃｏｓα＝
１

３
，α∈

３π

２
，２π（ ），求ｓｉｎ２α，ｃｏｓ２α，ｔａｎ２α的值．

解　因为ｃｏｓα＝
１

３
，α∈

３π

２
，２π（ ），所以

ｓｉｎα＝－ １－ｃｏｓ
２槡 α＝－ １－

１

３（ ）槡
２

＝－
槡２２

３
，

于是

ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα＝２× －
槡２２

３（ ）×１３＝－ 槡４２

９
，

ｃｏｓ２α＝２ｃｏｓ
２
α－１＝２×

１

３（ ）
２

－１＝－
７

９
，

ｔａｎ２α＝
ｓｉｎ２α

ｃｏｓ２α
＝ －

槡４２

９（ ）∶ －７９（ ）＝ 槡４２

９
×
９

７
＝
槡４２

７
．

　利用二倍角公式，求下列各式的值：

（１）２ｓｉｎ１５°ｃｏｓ１５°； （２）ｓｉｎ２
π

８
－ｃｏｓ２

π

８
；

（３）
２ｔａｎ１５０°

１－ｔａｎ２１５０°
．

解　（１）２ｓｉｎ１５°ｃｏｓ１５°＝ｓｉｎ（２×１５°）＝ｓｉｎ３０°＝
１

２
；

（２）ｓｉｎ２
π

８
－ｃｏｓ

２π

８
＝－ ｃｏｓ

２π

８
－ｓｉｎ

２π

８（ ）

＝－ｃｏｓ２×
π

８（ ）

＝－ｃｏｓ
π

４
＝－

槡２

２
；

例１１

例１２
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６．６　两角和与两角差的三角函数　　　　
１１５　　

（３）
２ｔａｎ１５０°

１－ｔａｎ
２１５０°

＝ｔａｎ（２×１５０°）

＝ｔａｎ３００°＝ｔａｎ（３６０°－６０°）

＝－ｔａｎ６０°＝－槡３．

　如图６６３所示，在△犃犅犆中，已知犃犅＝犃犆＝２犅犆，求角犃的正弦、余

弦和正切．

解　在△犃犅犆中，作犃犇⊥犅犆，设∠犆犃犇＝α，则

∠犃＝２α．

因为犆犇＝
１

２
犅犆＝

１

４
犃犆，所以ｓｉｎα＝

犆犇

犃犆
＝
１

４
．

又因为０＜２α＜π，即０＜α＜
π

２
，所以

ｃｏｓα＝ １－ｓｉｎ
２槡 α＝ １－

１

４（ ）槡
２

＝
槡１５

４
，

于是

ｓｉｎ犃＝ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα＝
槡１５

８
，

ｃｏｓ犃＝ｃｏｓ２α＝１－２ｓｉｎ
２
α＝

７

８
，

ｔａｎ犃＝
ｓｉｎ犃

ｃｏｓ犃
＝
槡１５

７
．

　１．利用二倍角公式，求下列各式的值：

（１）２ｓｉｎ６７°３０′ｃｏｓ６７°３０′；　　　　　（２）２ｃｏｓ２
π

１２
－１；

（３）
２ｔａｎ２２．５°

１－ｔａｎ２２２．５°
； （４）１－ｓｉｎ２７５０°．

２．化简：

（１）ｃｏｓ４α－ｓｉｎ４α； （２）
１

１－ｔａｎθ
－

１

１＋ｔａｎθ
．

３．求证：

（１）ｓｉｎ２θ＝
１－ｃｏｓ２θ

２
；

（２）ｃｏｓ２θ＝
１＋ｃｏｓ２θ

２
；

（３）２ｓｉｎ（π＋α）ｃｏｓ（π－α）＝ｓｉｎ２α．

　知识与实践

结合本节所学知识，运用测角仪、皮尺等工具测量学校旗杆的高度．

例１３

图６６３　

练 习

复
旦
大
学
出
版
社



　　　第六单元　三 角 函 数
１１６　　

６．７　正弦函数的图像与性质




怎样利用图像更直观地研究三角函数的性质？

我们先用描点法作出正弦函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的图像．列表如

表６７１所示．

表６７１

狓 ０
π

６

π

３

π

２

２π

３

５π

６
π

狔 ０
１

２
槡３

２
１

槡３

２

１

２
０

狓
７π

６

４π

３

３π

２

５π

３

１１π

６
２π

狔 －
１

２
－
槡３

２
－１ －

槡３

２
－
１

２
０

　　把表６７１中的每一组对应值作为点的坐标，描出各点，再用光滑的

曲线把它们顺次连接起来，就得到函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的图像，如

图６７１所示．

图６７１

因为ｓｉｎ（狓＋２犽π）＝ｓｉｎ狓（犽∈犣），所以，函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［２π，４π］，

狓∈［４π，６π］，…狓∈［－２π，０］，…的图像与狓∈［０，２π］的图像完全

相同．我们把狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的图像向左或向右平行移动（每次

移动２π个单位长度），就可以得到狔＝ｓｉｎ狓，狓∈犚的图像，如图６７２

所示．
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６．７　正弦函数的图像与性质　　　　
１１７　　

图６７２

正弦函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈犚的图像叫作正弦曲线．

由图６７１可以看出，函数狔＝ｓｉｎ狓在狓∈［０，２π］范围内的图像，起

关键作用的有５个点，它们的坐标分别是

（０，０），
π

２
，１（ ），（π，０），３π２，－１（ ），（２π，０）．

画图时，只要找出这５个点，再用光滑的曲线连接，就可以得到正弦函

数在狓∈［０，２π］内的简图，通常把这种方法叫做“五点画图法”．

根据正弦函数的图像，可以得出正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的主要性质如下．

（１）定义域

正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的定义域是犚．

（２）值域

从图像上可知，

－１≤ｓｉｎ狓≤１，

即正弦函数的值域为［－１，１］．

当且仅当狓＝
π

２
＋２犽π，犽∈犣时，狔取得最大值１，

当且仅当狓＝－
π

２
＋２犽π，π∈犣时，狔取得最小值－１．

（３）周期性

由ｓｉｎ（狓＋２犽π）＝ｓｉｎ狓（犽∈犣）可知，正弦函数的函数值每隔２π整数

倍就重复出现，这种性质叫做周期性．

一般地，对于函数犳（狓），如果存在一个非零常数犜，使得当狓取定义

域内的每一个值时，都有

犳（狓＋犜）＝犳（狓），

那么函数犳（狓）就叫做周期函数，非零常数犜叫做这个函数的周期．

例如，－４π，－２π，…及２π，４π，…都是正弦函数的周期．

对于一个周期函数犳（狓），如果在所有的周期中存在一个最小的正数，

那么这个最小正数就叫做犳（狓）的最小正周期．

例如，２π是正弦函数的最小正周期．

以后一般所涉及的周期，如果不特别声明，指的都是函数的最小

正周期．

（４）奇偶性

由ｓｉｎ（－狓）＝－ｓｉｎ狓可知：

正弦函数是奇函数，所以正弦曲线关于原点对称．
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　　　第六单元　三 角 函 数
１１８　　

（５）单调性

由正弦曲线可知：当狓由－
π

２
增大到

π

２
时，曲线逐渐上升，正弦函数

值狔由－１增大到１；当狓由
π

２
增大到

３π

２
时，曲线逐渐下降，正弦函数值狔

由１减小到－１，如表６７２所示．

表６７２

狓 －
π

２
… ０ … π

２
… π … ３π

２

ｓｉｎ狓 －１ ↗ ０ ↗ １ ↘ ０ ↘ －１

　　由正弦函数的周期性可知：

正弦函数在每一个闭区间

－
π

２
＋２犽π，

π

２
＋２犽π［ ］（犽∈犣）

上都是增函数，它的值由－１增大到１；此区间是函数的单调递增区间．在每

一个闭区间

π

２
＋２犽π，

３π

２
＋２犽π［ ］（犽∈犣）

上都是减函数，它的值由１减小到－１，此区间是函数的单调递减区间．

　画出函数狔＝１＋ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的简图．

解　列出表６７３．

表６７３

狓 ０
π

２
π

３π

２
２π

ｓｉｎ狓 ０ １ ０ －１ ０

１＋ｓｉｎ狓 １ ２ １ ０ １

　　简图如图６７３所示．

图６７３

　
函数狔＝１＋ｓｉｎ狓 的图像与函数狔＝ｓｉｎ狓 的图像有何关系？函数
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６．８　余弦函数的图像与性质　　　　
１１９　　

狔＝犮＋ｓｉｎ狓 （犮≠０）的图像与函数狔＝ｓｉｎ狓的图像呢？函数狔＝－ｓｉｎ狓

的图像与函数狔＝ｓｉｎ狓的图像呢？

　比较大小ｓｉｎ－
π

８（ ）与ｓｉｎ－π１０（ ）．
解　因为－

π

２
＜－
π

８
＜－
π

１０
＜
π

２
，且函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈ －

π

２
，π
２［ ］

是增函数，所以

ｓｉｎ－
π

８（ ）＜ｓｉｎ－π１０（ ）．

　１．函数狔＝４ｓｉｎ狓，狓∈［－π，π］的单调性是（　　）．

Ａ．在［－π，０］上是增函数，在［０，π］上是减函数

Ｂ．在 －
π

２
，π
２［ ］上是增函数，在 －π，－

π

２［ ］及 π

２
，π［ ］上是减函数

Ｃ．在［０，π］上是增函数，在［－π，０］上是减函数

Ｄ．在
π

２
，π［ ］及 －π，－

π

２［ ］上是增函数，在 －
π

２
，π
２［ ］上是减函数

２．画出函数狔＝－ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的简图，并指出当狓为何值时，狔取

得最值．

３．求使函数狔＝２ｓｉｎ狓，狓 ∈犚取得最小值的狓的集合，并说出最小值

是什么．

４．等式ｓｉｎ（３０°＋１２０°）＝ｓｉｎ３０°是否成立？如果这个等式成立，能不能说

１２０°是正弦函数的周期？为什么？

５．求狔＝ｓｉｎ狓＋
π

４（ ）的单调增区间．

６．８　余弦函数的图像与性质




　
你能利用正弦函数的图像画出余弦函数的图像吗？

因为ｃｏｓ狓＝ｓｉｎ狓＋
π

２（ ），所以余弦函数狔＝ｃｏｓ狓（狓∈犚）的图像可

以将正弦曲线狔＝ｓｉｎ狓向左平移
π

２
个单位得到，如图６８１所示，余弦函

例２
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　　　第六单元　三 角 函 数
１２０　　

数的图像叫余弦曲线．

图６８１

余弦函数在狓∈［０，２π］范围内的图像，起关键作用的５个点的坐标分

别为

（０，１），
π

２
，０（ ），（π，－１），３π２，０（ ），（２π，１）．

根据余弦函数的图像，可以得出余弦函数狔＝ｃｏｓ狓的主要性质如下．

（１）定义域

余弦函数狔＝ｃｏｓ狓的定义域是犚．

（２）值域

余弦函数的值域为［－１，１］．

当且仅当狓＝２犽π，犽∈犣时，狔取得最大值１，

当且仅当狓＝（２犽＋１）π，犽∈犣时，狔取得最小值－１．

（３）周期性

余弦函数是周期函数，最小正周期是２π．

（４）奇偶性

由ｃｏｓ（－狓）＝ｃｏｓ狓可知：余弦函数是偶函数，所以余弦函数的图像关

于狔轴对称．

（５）单调性

余弦函数在每一个闭区间

［（２犽－１）π，２犽π］（犽∈犣）

上都是增函数，它的值由－１增大到１；此区间是函数的单调递增区间．在每

一个闭区间

［２犽π，（２犽＋１）π］（犽∈犣）

上都是减函数，它的值由１减小到－１，此区间是函数的单调递减区间．

　求使函数狔＝ｃｏｓ狓＋１，狓∈犚取得最大值的狓的集合，并说出最大值是

什么．

解　函数狔＝ｃｏｓ狓＋１，狓 ∈犚取得最大值的狓，就是使函数狔＝

ｃｏｓ狓，狓∈犚取得最大值的狓．因而使狔＝ｃｏｓ狓＋１，狓∈犚取得最大值的

狓的集合，就是使狔＝ｃｏｓ狓，狓∈犚取得最大值的狓的集合，即

｛狓狘狓＝２犽π，犽∈犣｝．

函数狔＝ｃｏｓ狓＋１，狓∈犚的最大值是１＋１＝２．
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６．９　正切函数的图像与性质　　　　
１２１　　

　１．画出函数狔＝２ｃｏｓ狓，狓∈［０，２π］的简图，并指出当狓为何值时，狔取

得最值．

２．下列等式能否成立？为什么？

（１）２ｃｏｓ狓＝３；　　　　　　　　（２）ｃｏｓ２狓＝０．５．

３．比较下列各题中两个三角函数值的大小（不求值）：

（１）ｃｏｓ
１５

８
π，ｃｏｓ

１４

９
π；

（２）ｃｏｓ５１５°，ｃｏｓ５３０°．

４．把下列三角函数值按从小到大的次序排列：

ｃｏｓ１２°，ｃｏｓ２４°，ｃｏｓ３６°，ｃｏｓ５２°．

５．若ｃｏｓθ＝５狓－１，则狓的取值范围为　　　　．

６．９　正切函数的图像与性质




正切函数是周期函数吗？它的周期同正弦函数、余弦函数的周期一样吗？

由诱导公式ｔａｎ（狓＋π）＝ｔａｎ狓，狓∈犚且狓≠
π

２
＋犽π，犽∈犣可知，正

切函数是周期函数，π是它的一个周期．

因此，我们先用描点法画出狔＝ｔａｎ狓在区间 －
π

２
，π
２（ ）上的图像，列

表如表６９１所示．

表６９１

狓 －
π

３
－
π

４
－
π

６
０

π

６

π

４

π

３

狔 －１．７３ １ －０．５８ ０ ０．５８ １ １．７３

　　描点作图如图６９１所示．

根据正切函数的周期性，我们可以把狔＝ｔａｎ狓，狓∈ －
π

２
，π
２（ ）的图

像向左、右平移（每次π个单位），就可以得到正切函数狔＝ｔａｎ狓，

狓 ∈ －
π

２
＋犽π，

π

２
＋犽π（ ）（犽∈犣）的图像，如图６９２所示，并把它

称为正切曲线．
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　　　第六单元　三 角 函 数
１２２　　

图６９１
　　

图６９２

可以看出，正切曲线是由相互平行的直线狓＝犽π＋
π

２
（犽∈犣）隔开的

无穷多支曲线组成的．

由正切函数的图像可以得到正切函数的主要性质如下．

（１）定义域

正切函数的定义域是 狓狘狓∈犚且狓≠
π

２
＋犽π，犽∈犣｛ ｝．

（２）值域

正切函数的值域是实数集犚．

（３）周期性

由ｔａｎ（狓＋π）＝ｔａｎ狓可知，正切函数是周期函数，周期是π．

（４）奇偶性

由ｔａｎ（－狓）＝－ｔａｎ狓可知，正切函数是奇函数，所以正切函数的图像

关于原点对称．

（５）单调性

由图像可以看出，正切函数在每个开区间（－π
２
＋犽π，

π

２
＋犽π）（犽∈犣）

内都是增函数．

　
正切函数在整个定义域内是增函数吗？

　求函数狔＝ｔａｎ２狓－
π

４（ ）的定义域．
解　因为狔＝ｔａｎ狕的定义域是

狕狕≠
π

２
＋犽π，犽∈犣｛ ｝，

令狕＝２狓－
π

４
，由２狓－

π

４
≠
π

２
＋犽π，可得

狓≠
３

８
π＋犽·

π

２
，

所以狔＝ｔａｎ２狓－
π

４（ ）的定义域是

思 考
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６．１０　已知三角函数值求角　　　　
１２３　　

狓狓≠
３

８
π＋犽·

π

２
，犽∈犣｛ ｝．

　１．观察正切曲线，写出满足下列条件的狓的取值范围：

（１）ｔａｎ狓＞０；　　　　（２）ｔａｎ狓＝０；　　　　（３）ｔａｎ狓＜０．

２．求函数狔＝ｔａｎ３狓的定义域．

３．不通过求值，比较下列各组中两个正切函数值的大小：

（１）ｔａｎ１３８°与ｔａｎ１４３°；（２）ｔａｎ－
１３

４
π（ ）与ｔａｎ－１７５π（ ）．

６．１０　已知三角函数值求角




我们知道，已知任意一个角，可以求出它的三角函数值；那么已知一个

三角函数值，我们能求出与它对应的角吗？

　已知ｓｉｎα＝
槡２

２
，且０≤α≤２π，求α的集合．

解　因为ｓｉｎα＝
槡２

２
＞０，所以α是第一或第二象限的角．由

ｓｉｎ
π

４
＝
槡２

２
，ｓｉｎπ－

π

４（ ）＝ｓｉｎπ４＝
槡２

２

可知，符合条件的角有两个，即第一象限的
π

４
或第二象限的

３π

４
．所以所求的

角α的集合是

π

４
，
３π

４｛ ｝．

　已知ｃｏｓα＝
１

２
，α∈［０，２π］，求α的集合．

解　因为ｃｏｓα＝
１

２
＞０，所以α是第一或第四象限的角．由

ｃｏｓ
π

３
＝
１

２
，ｃｏｓ２π－

π

３（ ）＝ｃｏｓπ３＝
１

２

可知，符合条件的角有两个，即第一象限的
π

３
或第四象限的

５π

３
．所以所求的

角α的集合是

练 习
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　　　第六单元　三 角 函 数
１２４　　

π

３
，
５π

３｛ ｝．

　已知ｔａｎ狓＝
槡３

３
，求狓的集合．

解　因为ｔａｎ狓＝
槡３

３
＞０，所以狓是第一或第三象限的角．

由 ｔａｎ
π

６
＝
槡３

３
，ｔａｎπ＋

π

６（ ）＝ｔａｎπ６＝
槡３

３

可知，所求的狓的集合是

　狓狓＝
π

６
＋２犽π，犽∈犣｛ ｝∪ 狓狓＝

７π

６
＋２犽π，犽∈犣｛ ｝

＝ 狓狓＝
π

６
＋犽π，犽∈犣｛ ｝．

　已知ｔａｎ狓＝
１

３
，求狓的集合．

解　因为ｔａｎ狓＝
１

３
＞０，所以狓是第一或第三象限的角．查表得

ｔａｎ１８°２６′＝
１

３
，

又

ｔａｎ（１８０°＋１８°２６′）＝ｔａｎ１８°２６′＝
１

３
，

因此，所求的狓是

１８°２６′＋犽·３６０°＝１８°２６′＋２犽·１８０°（犽∈犣）， ①

或者

　　　　　　　（１８０°＋１８°２６′）＋犽·３６０°

＝１８°２６′＋（２犽＋１）·１８０°（犽∈犣）， ②

所以，把①、②两式合并，所求的狓就是

狓狘狓＝１８°２６′＋犽·１８０°，犽∈犣｛ ｝．

　已知三角函数值求角的一般步骤：

（１）根据已知三角函数值确定所求角在第几象限或终边落在坐标轴上

的位置；

（２）求出这个三角函数值的绝对值所对应的一个锐角α１；

（３）写出０°～３６０°间的适合条件的角，其中第二、第三、第四象限的角

依次是１８０°－α１，１８０°＋α１，３６０°－α１；

（４）根据终边相同的角的同一个三角函数值相等，写出适合条件的所

有角．

例３
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６．１１　复习与巩固　　　　
１２５　　

　１．求适合下列条件的α：

（１）ｃｏｓα＝
槡３

２
，且
３π

２
＜α＜２π；　 （２）ｓｉｎα＝ －

１

２
，且π＜α＜

３π

２
；

（３）ｔａｎα＝１，且０°＜α＜３６０°．

２．求适合下列条件的狓：

（１）ｓｉｎ狓＝
１

２
，且狓在第一象限； （２）ｃｏｓ狓＝

槡２

２
，且狓在第四象限．

３．求适合下列条件的狓的集合：

（１）ｃｏｓ狓＝－
槡３

２
；　　　　　　 （２）ｓｉｎ狓＝－１．

４．根据下列条件，求△犃犅犆的内角犃

（１）ｓｉｎ犃＝
槡３

２
；　（２）ｃｏｓ犃＝－

槡３

２
；　（３）ｔａｎ犃＝

槡３

３
．

６．１１　复 习 与 巩 固




一、知识结构








三角函数

 



两角和与差的三角函数







两角和与差的三角函数















二倍角的三角函数

 任意角的三角函数 




 任意角的三角函数






 弧度制








角的概念的推广







同角三角函数的基本关系







诱导公式

 




三角函数的图像和性质

 正弦函数的图像和性质







余弦函数的图像和性质











正切函数的图像和性质

 已知三角函数值求角
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　　　第六单元　三 角 函 数
１２６　　

二、回顾与思考

１．角包括任意大小的正角、负角和零角，你能结合实例进行角的度数

与弧度数的换算吗？

２．任意角的三角函数是用坐标来定义的．在这种定义中，由于每一个角

都有确定的终边，而终边上所取的一点都有确定的坐标和象限，因而它的

各个三角函数也都是唯一确定的，这就说明三角函数具有存在性、唯一性

和符号确定性．你能结合实际来说明三角函数的这些基本特征吗？

３．运用等价转化思想，可以将同角三角函数的基本关系式变成“１”的

代换问题，如

１＝ｓｉｎ
２
α＋ｃｏｓ

２
α．

４．利用诱导公式，你能把任意角的三角函数转化为０°到９０°之间的角

的三角函数吗？

５．三角函数的性质包括函数的定义域、值域、奇偶性、有界性、周期性、

单调性和最大（小）值．能熟练地画出正弦、余弦函数在一个周期内的图像，

并看出它们的性质．

６．两角和的三角函数公式，其内涵是揭示同名不同角的三角函数的运

算规律．在实际运用中，要注意掌握角的演变规律，准确地使用公式进行求

值、化简和证明．

复习参考题

　１．填空题：

（１）设α＝－
π

６
，则与α终边相同的最小正角是　　　　；

（２）已知ｓｉｎα＝
１

３
，且α∈

π

２
，π（ ），则ｃｏｓα的值是　　　　；

（３）ｔａｎ
１９

６
π的值是　　　　；

（４）设０＜α＜２π，且ｔａｎα＝－槡３，则α＝　　　　；

（５）化简ｓｉｎ２１０°＋ｓｉｎ２８０°＝　　　　；

（６）函数狔＝ｓｉｎ狓＋１当狓＝　　　　时取得最大值　　　　；

（７）函数狔＝
１

１＋ｃｏｓ狓
的定义域是　　　　　　　　；

（８）已知ｔａｎ（α＋β）＝５，ｔａｎα＝２，则ｔａｎβ＝　　　　；

（９）已知ｃｏｓα＝－
３

５
，π＜α＜

３π

２
，则ｓｉｎ２α＝　　　　；

（１０）钟摆的摆长是４０ｃｍ，当钟摆转动０．２ｒａｄ时，它所对的弧长是

　　　　；

（１１）函数狔＝
１

１＋ｔａｎ狓
的定义域是　　　　；

（１２）时针的分针走１２ｍｉｎ时，时针、分针分别所转的角是　　　　

弧度；

（１３）第二象限角构成的集合为　　　　；

犃组

复
旦
大
学
出
版
社



６．１１　复习与巩固　　　　
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（１４）已知扇形周长是８ｃｍ，圆心角为２ｒａｄ，该扇形的面积为　　　　．

　　　　　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　　 　２．选择题：

（１）－２３７０°是（　　）；

Ａ．第一象限的角　　 Ｂ．第二象限的角

Ｃ．第三象限的角　　 Ｄ．第四象限的角

（２）已知α＝４弧度，则α的终边在（　　）；

Ａ．第一象限　　 Ｂ．第二象限 Ｃ．第三象限　　Ｄ．第四象限

（３）已知角α的终边过点犘（－３，４），则ｓｉｎα＋ｃｏｓα＋ｔａｎα是（　　）；

Ａ．－
２３

１５
Ｂ．－

１７

１５
Ｃ．－

１

１５
Ｄ．
１７

１５

（４） １－ｓｉｎ２槡 １５４０°化简为（　　）；

Ａ．ｃｏｓ１００°　　 Ｂ．ｓｉｎ２０° Ｃ．ｓｉｎ１０°　　 Ｄ．ｃｏｓ１０°

（５）设α＝２，则有（　　）；

Ａ．ｓｉｎα＞０且ｃｏｓα＞０　　 Ｂ．ｓｉｎα＜０且ｃｏｓα＞０

Ｃ．ｓｉｎα＞０且ｃｏｓα＜０　　 Ｄ．ｓｉｎα＜０且ｃｏｓα＜０

（６）设θ∈犚，则ｓｉｎθ－
π

２（ ）恒等于（　　）；

Ａ．ｓｉｎ
３π

２
＋θ（ ）　　 Ｂ．ｃｏｓ

π

２
＋θ（ ）

Ｃ．ｃｏｓ
π

２
－θ（ ）　　 Ｄ．ｓｉｎ

π

２
－θ（ ）

（７）在０到２π之间满足ｓｉｎα＝－
１

２
的α的值是（　　）；

Ａ．
２π

３
或
５π

３
　　 Ｂ．

４π

３
或
５π

３

Ｃ．
７π

６
或
５π

６
　　 Ｄ．

７π

６
或
１１π

６

（８）若α在第三象限，则犽·３６０°－α（犽∈犣）是（　　）；

Ａ．第一象限角　　 Ｂ．第二象限角

Ｃ．第三象限角　　 Ｄ．第四象限角

（９）ｃｏｓ１２°ｃｏｓ９８°－ｓｉｎ１２°ｓｉｎ９８°＝（　　）；

Ａ．ｃｏｓ２０°　　 Ｂ．ｓｉｎ２０° Ｃ．－ｃｏｓ２０°　　Ｄ．－ｓｉｎ２０°

（１０）狔＝ｓｉｎ狓－
π

３（ ）的单调减区间是（　　）

Ａ．犽π－
π

６
，犽π＋

５π

６［ ］，犽∈犣；
Ｂ．２犽π－

π

６
，２犽π＋

５π

６［ ］，犽∈犣；
Ｃ．犽π－

７π

６
，犽π－

π

６［ ］，犽∈犣；
Ｄ．２犽π－

７π

６
，２犽π－

π

６［ ］，犽∈犣．
３．已知ｓｉｎα＝２ｃｏｓα，求ｓｉｎα，ｃｏｓα，ｔａｎα．

４．已知ｃｏｓα＝
１

３
且α在第四象限，若犘（１，狓）为角α的终边上一点，求狓
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　　　第六单元　三 角 函 数
１２８　　

的值．

５．求下列三角函数的值：

（１）ｓｉｎ－
３π

４（ ）；　　　　（２）ｔａｎ２π３；　　　　（３）ｃｏｓ４９５°．
６．确定下列三角函数值的符号：

（１）ｓｉｎ３．４５； （２）ｃｏｓ（－３．４５）．

７．已知ｓｉｎ（π＋α）＝－
１

２
，计算：

（１）ｃｏｓ（５π－α）； （２）ｔａｎ（α－３π）．

８．求函数狔＝ ｓｉｎ槡 狓 的定义域．

９．比较下列各组数的大小：

（１）ｃｏｓ
π

５
与ｃｏｓ

π

１０
； （２）ｓｉｎ５７°与ｓｉｎ１２２°；

（３）ｔａｎ３与ｔａｎ４．

１０．不查表，求ｃｏｓ１５°ｃｏｓ３０°ｃｏｓ７５°的值．

１１．已知ｃｏｓ２α＝
３

５
，求ｃｏｓ４α＋ｓｉｎ４α的值．

１２．一个三角形的两个内角的正切分别是－
１

２
和
１

３
，求第三个内角的正切．

１３．化简：

（１）ｃｏｓ１０°ｃｏｓ２０°－ｃｏｓ８０°ｃｏｓ７０°；

（２）ｃｏｓ（３０°＋狓）－ｃｏｓ（３０°－狓）；

（３）ｓｉｎ１４°ｃｏｓ１６°＋ｓｉｎ７６°ｓｉｎ１６°；

（４）
ｔａｎ８０°ｔａｎ２０°－１

ｔａｎ８０°＋ｔａｎ２０°
．

１４．求证：

（１）（ｃｏｓα－１）２＋ｓｉｎ２α＝２－２ｃｏｓα；

（２）ｃｏｓ４α－ｓｉｎ４α＝１－２ｓｉｎ２α．

１５．已知ｃｏｓα＋ｃｏｓ
２
α＝１，求ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ６α＋ｓｉｎ８α的值．

１６．求使狔＝ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ狓，狓∈犚取得最大值的狓的集合，并写出最大值．

１７．已知ｓｉｎ狓＝－
１

２
，求狓．

　１８．已知α，β ∈
３π

４
，π（ ），ｓｉｎ（α＋β）＝－３５，ｓｉｎβ－

π

４（ ）＝１２１３，求
ｃｏｓα＋

π

４（ ）．
１９．在△犃犅犆中，已知ｃｏｓ犃＝

３

５
，ｓｉｎ犅＝

５

１３
，求ｓｉｎ犆的值．

２０．已知α＋β＝
π

３
，求ｔａｎα＋ｔａｎβ＋槡３ｔａｎαｔａｎβ的值．

２１．化简
ｓｉｎ２α

１＋ｃｏｓ２α
－
ｃｏｓα

１＋ｃｏｓα
．

２２．设ｔａｎ
θ

２
＝狋，证明

１＋ｓｉｎθ

１＋ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ
＝
１

２
（狋＋１）．

犅组

复
旦
大
学
出
版
社



６．１１　复习与巩固　　　　
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２３．已知２ｔａｎ犃＝３ｔａｎ犅，求证：ｔａｎ（犃－犅）＝
ｓｉｎ２犅

５－ｃｏｓ２犅
．

２４．已知方程２狓２－（槡３＋１）狓＋犿＝０的两根分别为ｓｉｎθ，ｃｏｓθ．

（１）求犿的值；　（２）求
ｓｉｎ２θ

ｓｉｎθ－ｃｏｓθ
＋
ｃｏｓθ

１－ｔａｎθ
．

　２５．在△犃犅犆中，已知ｔａｎ犃，ｔａｎ犅是狓的方程狓
２
＋狆狓＋狆＋１＝０的两个

实根，求∠犆．

２６．用ｓｉｎα表示ｓｉｎ３α，用ｃｏｓα表示ｃｏｓ３α．

２７．求ｓｉｎ１０°ｃｏｓ２０°ｃｏｓ４０°ｃｏｓ６０°的值．

２８．已知２ｃｏｓ２狓－ｓｉｎ狓－１＝０，求狓的集合．

第２５题解题参考
　　　　

第２６题解题参考
　　　　

第２７题解题参考
　　　　

第２８题解题参考
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第七单元　排列与组合

７．１　分类计数原理和分步计数原理

７．２　排列

７．３　组合

　　　７．３．１　组合及组合数公式

　　　７．３．２　组合数的两个性质

７．４　复习与巩固
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　　　第七单元　排列与组合
１３２　　

７．１　分类计数原理和分步计数原理




（１）从甲地去乙地，可以乘火车，也可以乘汽车，一天中火车有３班，汽

车有２班，那么一天中，乘坐这些交通工具从甲地到乙地共有多少种不同

的走法？

（２）从甲地到乙地，在一天中，要从甲地先乘火车到丙地，再从丙地乘

汽车到乙地．一天中，火车有３班，汽车有２班，那么在这一天中，从甲地到

乙地共有多少种不同的走法？

试比较上面的两个问题，有什么联系与区别？

在问题（１）中，因为一天中乘火车有３种走法，乘汽车有２种走

法，无论选择了哪一种走法都可以从甲地到乙地，如图７１１所示．

因此，一天中乘坐这些交通工具从甲地到乙地共有

３＋２＝５

种不同的走法．

分类计数原理：做一件事，完成它有狀类办法，在第一类办法

中有犿１种不同的方法，在第二类办法中有犿２种不同的方法……

在第狀类办法中有犿狀 种不同的方法．那么，完成这件事共有

犖＝犿１＋犿２＋…＋犿狀

种不同的方法．这个原理也叫加法原理．

而问题（２）与问题（１）不同．在前一问题中，采用乘火车或乘汽车中的任

何一种方式，都可以从甲地到乙地；而在后一问题中，只乘火车不能从甲地

直接到乙地，必须经过先乘火车、后乘汽车两个步骤，才能从甲地到乙地．

这里，因为乘火车有３种不同的走法，乘汽车有２种不同的走法，所以

一天中从甲地到乙地共有

３×２＝６

种不同的走法，如图７１２所示．

图７１２

　

　 所有走法

火车１———汽车１
火车１———汽车２
火车２———汽车１
火车２———汽车２
火车３———汽车１
火车３———汽车２

问 题

图７１１　
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７．１　分类计数原理和分步计数原理　　　　
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分步计数原理：完成一件事，需要分狀个步骤，做第一步有犿１种不同

的方法，做第二步有犿２种不同的方法……做第狀步有犿狀 种不同的方法．

那么，完成这件事共有

犖＝犿１×犿２×…×犿狀

种不同的方法．这个原理也叫乘法原理．

　在“分类”问题中，各类方法中的任何一种都可以把这件事做完；在“分步”

问题中，每一个步骤中的任何一种方法都不能把这件事完成，只有把这几

个步骤都完成，才能把这件事做完．

　某班同学分成甲、乙、丙、丁４个科技小组，甲组９人，乙组１１人，丙组１０

人，丁组８人，现要求该班选派一人去参加某项活动，问有多少种不同的

选法？

解　该班学生分成甲、乙、丙、丁４个小组，从任何一个小组中选出一

名同学去参加活动，任务就完成．因为从甲组中任选一人有９种不同的选

法，从乙组中任选一人有１１种不同的选法，从丙组中任选一人有１０种不同

的选法，从丁组中任选一人有８种不同的选法．根据分类计数原理，所以一

共得到不同选法的种数是

犖＝９＋１１＋１０＋８＝３８（种）．

答　选派一人去参加活动，共有３８种不同选法．

　一个３层书架的上层放有５本不同的数学书，中层放有３本不同的语文书，

下层放有２本不同的英语书．

（１）现从中任取一本书，问有多少种不同的取法？

（２）现从中取出数学、语文、英语书各一本，问有多少种不同的取法？

解　（１）从书架上任取一本书，有３类办法：

第一类办法：从书架上层任取一本数学书，有５种不同的方法；

第二类办法：从书架中层任取一本语文书，有３种不同的方法；

第三类办法：从书架下层任取一本英语书，有２种不同的方法．

只要在书架上任意取出一本书，任务即完成．由分类计数原理，不同的

取法共有

犖＝５＋３＋２＝１０．

答　从书架上任取一本书共有１０种不同的取法．

（２）从书架上取数学、语文、英语书各一本，可以分３个步骤：第一步

取数学书一本，有５种不同的取法；第二步取语文书一本，有３种不同的取

法；第三步取英语书一本，有２种不同的取法．根据分步计数原理，从书架的

上、中、下３层各取一本书，不同的取法种数是

犖＝５×３×２＝３０．

答　从书架上任取数学、语文、英语书各一本，有３０种不同的取法．

注 意

例１

例２
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　用０，１，２，３，４这５个数字可以组成多少个无重复数字的：

（１）银行存折的四位密码？

（２）四位数？

（３）四位奇数？

分析　（１）可以分步选取数字，作四位密码的４个位置上的数字，且所

取数字不能重复；

（２）可以分步选取数字，分别作千位数字、百位数字、十位数字和个位

数字，且所取数字不能重复，与（１）的不同之处是千位数字不能取０；

（３）四位奇数的个位只能是１或３，因此符合条件的四位奇数可以分为

个位数字是１和个位数字是３的两类，每一类中再分步，并要注意千位数字

不能取０，且所取数字不能重复．

解　（１）完成“组成无重复数字的四位密码”这件事，可以分４个

步骤：

第一步　选取左边第一个位置上的数字，有５种不同的选取方法；

第二步　选取左边第二个位置上的数字，有４种不同的选取方法；

第三步　选取左边第三个位置上的数字，有３种不同的选取方法；

第四步　选取左边第四个位置上的数字，有２种不同的选取方法．

由分步计数原理，可组成的四位密码共有

犖＝５×４×３×２＝１２０（个）．

（２）完成“组成无重复数字的四位数”这件事，可以分４个步骤：

第一步　从１，２，３，４中选取一个数字作千位数字，有４种不同的选

取方法；

第二步　从１，２，３，４中剩余的３个数字和数字０共４个数字中选取

一个数字作百位数字，有４种不同的选取方法；

第三步　从剩余的３个数字中选取一个数字作十位数字，有３种不同

的选取方法；

第四步　从剩余的两个数字中选取一个数字作个位数字，有２种不同

的选取方法．

由分步计数原理，可组成不同的四位数共有

犖＝４×４×３×２＝９６（个）．

（３）完成“组成无重复数字的四位奇数”这件事，有两类办法：

第一类办法　四位奇数的个位数字为１，这件事分３个步骤完成：

第一步　从２，３，４中选取一个数字作千位数字，有３种不同的选取

方法；

第二步　从２，３，４中剩余的两个数字与数字０共３个数字中选取一

个数字作百位数字，有３种不同的选取方法；

第三步　从剩余的两个数字中，选取一个数字作十位数字，有２种不

同的选取方法．

由分步计数原理，第一类中的四位奇数共有

犖１＝３×３×２＝１８（个）．

例３
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第二类办法　四位奇数的个位取数字为３，这件事分３个步骤完成：

第一步　从１，２，４中选取一个数字作千位数字，有３种不同的选取

方法；

第二步　从１，２，４中剩余的两个数字和数字０共３个数字中选取一

个数字作百位数字，有３种不同的选取方法；

第三步　从剩余的两个数字中，选取一个数字作十位数字，有２种不

同的选取方法．

由分步计数原理，第二类中的四位奇数共有

犖２＝３×３×２＝１８（个）．

最后，由分类加法计数原理，符合条件的四位奇数共有

犖＝犖１＋犖２＝１８＋１８＝３６（个）．

答　可以组成无重复数字的银行存折四位密码１２０个，四位数９６个，

四位奇数３６个．

　用分类计数原理和分步计数原理解决的问题各有什么特点？请举出用分

类计数原理和分步计数原理完成任务的几个具体实例．

１．在读书活动中，一个学生要从５本科技书、２本政治书、３本文艺书里任

选一本，共有多少种不同的选法？如果是从这３种不同的图书中各选一

本，可以有多少种不同的选法？

２．幼儿园大班的一名小朋友做加法游戏．在一个红口袋中装着２０张分别标

有１，２，…，２０的红卡片，从中任意抽取一张，把卡片上的数作为被加

数；在另一个黄口袋内装有１０张分别标有１，２，…，１０的黄卡片，从中

任意抽取一张，把卡片上的数作为加数．问这名小朋友一共可以列出多

少个不同的加法式子？

３．乘积（犪１＋犪２＋犪３）（犫１＋犫２＋犫３＋犫４）（犮１＋犮２＋犮３＋犮４＋犮５）展开后共有

多少项？

４．一城市的某电话局管辖范围内的电话号码由八位数字组成，其中前四位

数字是统一的，后四位的数字都是０到９之间的一个数字，那么不同的

电话号码最多有多少个？

５．从５位同学中产生一名组长和一名副组长，有多少种不同的选法？

６．桌子上有３个苹果和２个梨子：

（１）从中任意取出一个水果，共有多少种不同的取法？

（２）从中分别取出一个苹果和一个梨子，共有多少种不同的取法？

　知识与实践

结合本节所学知识，设计一个幼儿园的“糖果分类”活动：送糖果宝宝

回家．

物品准备：自制糖果图片、篮筐８个，分别贴好颜色、大小等标记．

思 考
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７．２　排　　列




北京、上海、广州３个民航站之间的直达航线，共有多少种不同的飞

机票？

这个问题就是从北京、上海、广州３个民航站中，每次取出两个站，按照

起点站在前、终点站在后的顺序排列，求一共有多少种不同的排法的问题．

解决这个问题需要分两个步骤，第一步先确定起点站，在３个民航站

中任选一个，有３种方法；第二步确定终点站，当选定起点站后，终点站就

只能从其余两个站中去选择，因此只有２种选法．

根据分步计数原理，在３个民航站中，每次选两个，按照起点站在前、

终点站在后的顺序排列的不同方法共有

３×２＝６

种．这就是说，共有６种飞机票（如图７２１所示）：

图７２１

我们把上述问题中被选取的对象叫做元素．于是上面所提出的问题就

是从３个不同的元素犪，犫，犮中，任取２个，然后按照一定的顺序排列成一

列，求一共有多少种不同的排列方法．所有不同的排列是

犪犫，犪犮，犫犪，犫犮，犮犪，犮犫．

这些排列的种数是３×２＝６．

一般地，从狀个不同元素中，任取犿（犿≤狀）个元素，按照一定的顺序

问题１
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排成一列，叫做从狀个不同的元素中取出犿 个元素的一个排列．如果

犿＜狀，这样的排列叫选排列；如果犿＝狀，也就是说每次取出所有的元素，

这样的排列叫全排列．

从１０名女运动员中选出４人参加接力赛，并排好出场的先后次序，问

有多少种参赛方法？（本章引言中提到的问题二）

解决这个问题需要分４个步骤：

第一步是在１０名女运动员中任选一名运动员首先出场，从１０人中选

１名有１０种选法；

第二步是确定第二个出场的运动员，因为第一个出场运动员已经确

定，并且她不能再次出场，所以第二个出场的运动员只能从余下的９名女

运动员中选出，有９种选法；

第三步是从剩余的８名女运动员中任选一名第三个出场，有８种选择

方法；

第四步是从再剩余的７名女运动员中任选一名第四个出场，有７种选

择方法．

根据分步计数原理，共有

１０×９×８×７＝５０４０

种参赛方法．

从排列的定义可知，如果两个排列相同，那么不仅要求这两个排列的

元素必须完全相同，而且元素的排列顺序也必须完全相同．如本节的问题

１，两个排列如“北京→上海”和“上海→北京”，它们的元素虽然完全相同，

但由于排列顺序不同，所以它们是不同的排列．

从狀个不同元素中取出犿（犿≤狀）个元素的所有排列的个数，叫做从

狀个不同元素中取出犿 个元素的排列数，用符号犃犿狀 表示（犃 表示排列的

英文“ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ”的第一个字母）．

例如，本节中的问题１，是求从３个不同元素中取出２个元素的排列

数，用符号犃２３表示，即

犃２３＝３×２＝６．

再比如，从狀个不同元素中取出２个元素的排列数记为犃２狀 ，取出３个

元素的排列数为犃３狀，取出犿个元素的排列数记为犃犿狀．那么，如何计算犃２狀，

犃３狀 和犃
犿
狀 呢？

首先我们来研究犃２狀．

假设有排好顺序的两个空位（如图７２２所示），从狀个不同元素犪１，

犪２，…，犪狀 中任取２个去填空，一个空位填一个元素，每一种填法就得到一

个排列；反过来，任一个排列总可以由这样的一种填法得到．因此，所有不同

填法的种数就是排列数犃２狀．

问题２
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第一位 第二位

↑
狀

↑
狀－１

图７２２

现在我们计算有多少种不同的填法．完成填空这件事可分为两个步骤：

第一步，填第一个位置的元素，可以从这狀个元素中任选一个填空，有

狀种方法；

第二步，确定填在第二个位置的元素，可以从剩下的狀－１个元素中任

选一个填空，有狀－１种方法．

于是，根据分步计数原理，得到排列数为

犃２狀＝狀（狀－１）．

类似地，求排列数犃３狀 可以按照依次填３个空位的办法来考虑，得到

犃３狀＝狀（狀－１）（狀－２）．

求排列数犃４狀 可以按照依次填４个空位的办法来考虑，得到

犃４狀＝狀（狀－１）（狀－２）（狀－３）．

一般地，求排列数犃犿狀，可以按照依次填犿个空位的办法来考虑，得到

犃犿狀 ＝狀（狀－１）（狀－２）…［狀－（犿－１）］．

因此，我们有下列排列数的计算公式为

犃犿狀 ＝狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）．

这里犿，狀∈犖，且犿≤狀．这个公式叫做排列数公式．其中，公式右边第一

个因数（也是最大的因数）是狀，后面的每个因数依次都比它前面一个因数

少１，最后一个因数是狀－犿＋１，共有犿个因数相乘．

现在可以解决本章引言中的问题二：从１０名女运动员中任选４人，并

排出出场比赛的先后顺序，一共有

犃４１０＝１０×９×８×７＝５０４０

种不同的参赛方法．

在排列数公式中，当犿＝狀时，有

犃狀狀＝狀（狀－１）（狀－２）…３×２×１，

自然数１到狀的连乘积，叫做狀的阶乘，用狀！表示．所以，上面的公式也可

以写成

犃狀狀＝狀！．

　犃
狀＋１
狀＋１＝犃

狀
狀＋１成立吗？　

（狀＋１）！＝（狀＋１）狀！成立吗？

思 考
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排列数公式可作如下变形：

　　犃
犿
狀 ＝狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）

＝
狀（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）（狀－犿）…３·２·１

（狀－犿）…３·２·１

＝
狀！

（狀－犿）！
．

因此，排列数公式还可以写成

犃犿狀 ＝
狀！

（狀－犿）！
．

规定　为了使这个公式犿＝狀时也成立，我们规定０！＝１．

　计算犃
３
１６及犃

６
６．

解　犃３１６＝１６×１５×１４＝３３６０．

犃６６＝６×５×４×３×２×１＝７２０．

　某年全国足球中超联赛共有１２个队参加，每队都要与其他各队在主客场

分别比赛一场，共进行多少场比赛？

解　将参加比赛的１２个队看作１２个元素，每一场比赛即为１２个不同

元素中任取２个元素的一个排列（设排在前面的队为主场队）．总共比赛的

场次，就是从１２个不同元素中任取２个元素的排列数，即

犃２１２＝１２×１１＝１３２．

答　共进行１３２场比赛．

　有３名大学生，到５个招聘雇员的公司应聘，若每个公司至多招聘一名新雇员，

且３名大学毕业生全都被应聘，并且不允许兼职，共有多少种不同的招聘方案？

解　将５个招聘雇员的公司看作５个不同的位置，从中任选３个位置

给３名大学生，则本题即为从５个不同元素中任取３个元素的排列问题．所

以，不同的招聘方案共有

犃３５＝５×４×３＝６０（种）．

答　共有６０种不同的招聘方案．

　用０到９这１０个数字，可以排成多少个没有重复数字的三位数？

解　解法１　 因为要用０到９这１０个数字组成三位数，每一个三位数

可以看成从这１０个数字中任取３个的一个排列（０排在首位的除外），由于

百位上的数字不能是０，我们可以分成两个步骤考虑：先排百位上的

数字，再排十位和个位上的数字．

百位上的数字只能从除０以外的１到９这９个数字中任选一

个，有犃１９种选法；十位和个位上的数字，可以从余下的９个数字中任

选２个，有犃２９种（如图７２３所示）．

例１

例２

例３

例４

图７２３
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根据乘法原理，所求的三位数的个数是

犃１９·犃２９＝９×９×８＝６４８．

解法２　 从０到９这１０个数字中任取３个数字的排列数，减去其中以

０为排头的排列数，就是用这１０个数字组成的没有重复数字的三位数．

从０到９这１０个数字中任取３个数字的排列数为犃３１０，其中以０为排

头的排列数犃２９，因此所求的三位数的个数是

犃３１０－犃
２
９＝１０×９×８－９×８＝６４８．

解法３　 如图７２４所示，符合条件的三位数可以分成３类：

图７２４

每一位数字都不为０的三位数有犃３９；

个位上的数字是０的三位数有犃２９；

十位上的数字是０的三位数有犃２９．

根据分类计数原理，符合条件的三位数是

犃３９＋犃
２
９＋犃

２
９＝６４８个．

答　可以组成６４８个没有重复数字的三位数．

　某信号兵用红、黄、蓝三面旗子从上到下挂在竖直的旗杆上表示信号，每次

可以任挂一面、两面或三面，并且不同的顺序表示不同的信号，一共可以表

示多少种不同的信号？

解　表示信号这件事，可以分为３类：

第一类　挂一面旗子表示的信号，是从３个不同元素中任取１个元素

的排列，共有犃１３种不同的方法；

第二类　挂两面旗子表示的信号，是从３个不同元素中任取２个元素

的排列，共有犃２３种不同的方法；

第三类　挂三面旗子表示的信号，是从３个不同元素中任取３个元素

的排列，共有犃３３种不同的方法．

由分类计数原理，可以表示的信号种数共有

犃１３＋犃
２
３＋犃

３
３＝３＋３×２＋３×２×１＝１５（种）．

答　一共可以表示１５种不同的信号．

　有６个人排成一排．

（１）甲、乙两人相邻的排法有多少种？

（２）甲、乙两人必须站在两端的排法有多少种？

解　（１）甲和乙两人相邻的排法，分成两步完成：

例５

例６
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７．２　排　　列　　　　
１４１　　

第一步　将甲、乙两人当作一个元素，与其余４个人共５个元素排列有

犃５５种排法；

第二步　将甲、乙两人排列，有犃２２种排法．

由分步计数原理，共有的不同排法种数是

犃５５·犃２２＝５！×２！＝２４０（种）．

（２）甲和乙两人必须站在两端的排法，分成两步完成：

第一步　先排甲、乙两人，有犃２２种排法；

第二步　排中间的４个人，有犃４４种不同的排法．

由分步计数原理，共有的不同排法

犃２２·犃４４＝２！×４！＝４８（种）．

答　符合条件的排法分别是２４０种、４８种．

　１．写出：

（１）从１，２，３，４中任取２个元素的所有排列；

（２）从５个元素犪，犫，犮，犱，犲中任取２个元素的所有排列．

２．有红球、黄球、白球各一个，现从这３个小球中任取２个，分别放入甲、

乙２个盒子里，有多少种不同的放法？

３．写出由１，２，３，４这４个数字组成的没有重复数字的所有四位数．

４．计算：

（１）犃４１５；（２）犃６６；（３）犃４８－犃２８；（４）犃１４＋犃２４＋犃３４＋犃４４；（５）
犃５７

犃４７
．

５．计算２～８的阶乘，并填入表７２１中：

表７２１

狀 ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

狀！

６．求证：（１）狀！＝
（狀＋１）！

狀＋１
；　　　　（２）犃８８－８犃７７＋７犃６６＝犃７７．

７．已知
犃７狀－犃

５
狀

犃５狀
＝８９，求狀的值．

８．从４种不同的蔬菜品种中选出３种，分别种植在不同土质的３块土地上

进行实验，有多少种不同的种植方法？

９．６位同学排成一排照相，有多少种不同的拍法？

１０．由０，１，２，３，４，５这６个数字可组成多少个：

（１）三位数？

（２）没有重复数字的三位数？

（３）没有重复数字的能被５整除的三位数？

　知识与实践

根据下面给出的幼儿园活动案例“豆豆排队”，结合本节所学知识，自
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　　　第七单元　排列与组合
１４２　　

编题目并完成实践活动．

活动目标：

（１）能按图形上的线将豆豆一颗颗按规律紧密排列，

并手眼协调地进行黏贴；（参见图７２５）

（２）练习双面胶的使用方法．

活动材料：

双面胶，各种各样的豆子，画有各种形状的操作纸．

活动内容：

幼儿沿着图形线贴上双面胶，贴一条撕一条，把豆

豆沿着线按规律紧密排队，最后为图形穿上一件漂亮

的衣服．

７．３　组　　合




７．３．１　组合及组合数公式


北京、上海、广州３个民航站之间的直达航线，有多少种不同的飞机票

价（假定两地间的往返票价是一样的）？

从３个民航站中选出２个由此便确定一种机票价格．假定飞机票的价

格只与两地的距离有关，与起点、终点的顺序无关，因而它是从３个不同元

素中选出２个，不管怎样的顺序并成一组，求一共有多少个不同的组，这就

是本节要研究的组合问题．

一般地，从狀个不同元素中，任意取出犿（犿≤狀）个元素并成一组，叫

做从狀个不同元素中取出犿个元素的一个组合．

从排列和组合的定义可以知道，排列与元素的顺序有关，而组合与元

素的顺序无关．如果两个组合中的元素完全相同，那么不管元素的顺序如

何，都是相同的组合；只有当两个组合的元素不完全相同时，才是不同的组

合．例如，犪犫和犫犪是两个不同的排列，但它们却是同一个组合，而犪犫犮与

犪犫犱就是不同的组合．

在上面的问题中，要确定有几种不同的飞机票价，就是要确定从３个

不同元素中取出２个元素的所有组合．

图７２５

问题１
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７．３　组　　合　　　　
１４３　　

显然，飞机票的价格有如下３种：

北京—上海，上海—广州，广州—北京．

在４个不同元素犪，犫，犮，犱中取出２个，共有多少种不同的组合？

为了回答这个问题，可以先画图，如图７３１所示．

图７３１

由此可以写出所有的组合：犪犫，犪犮，犪犱，犫犮，犫犱，犮犱．共６种不同的

组合．

从狀个不同元素中取犿（犿≤狀）个元素的所有组合的个数，叫做从狀

个不同元素中取出犿 个元素的组合数．用犆犿
狀表示（犆 是组合的英文

“ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ”的第一个字母）．

例如，在本节的问题１中从３个不同元素中任意取出２个元素的组合

数表示为犆２３．

现在我们从研究组合数犆犿
狀与排列数犃

犿
狀的关系入手，去寻找组合数

犆犿
狀的计算公式．

首先，我们来研究犆３４与犃３４的关系．从犪，犫，犮，犱这４个不同元素中取

出３个的排列和组合的关系如图７３２所示：

组合 　　　　 排　　列

犪犫犮 　←→　
犪犫犮　犫犪犮　犮犪犫

犪犮犫　犫犮犪　犮犫犪

犪犫犱 　←→　
犪犫犱　犫犪犱　犱犪犫

犪犱犫　犫犱犪　犱犫犪

犪犮犱 　←→　
犪犮犱　犮犪犱　犱犪犮

犪犱犮　犮犱犪　犱犮犪

犫犮犱 　←→　
犫犮犱　犮犫犱　犱犫犮

犫犱犮　犮犱犫　犱犮犫

图７３２

由图７３２可以看出，每一个组合都对应着６个不同的排列．因此，求

从４个不同元素中取出３个元素的排列数犃３
４，可以分为以下两步：

第一步，从４个不同元素中取出３个元素做组合，共有犆３
４个，由图

７３２可知犆３４＝４个；

第二步，对每一个组合中的３个不同元素做全排列，各有犃３
３＝６个．

根据分步计数原理，得

犃３
４＝犆

３
４犃

３
３．

问题２
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　　　第七单元　排列与组合
１４４　　

一般地，从狀个不同元素中取出犿（犿≤狀）个元素的排列数犃犿
狀，可以

分为以下两步完成：

第一步，求从狀个不同元素中取出犿个元素的组合数犆犿
狀；

第二步，对每一个组合中的犿个不同元素做全排列犃犿
犿．

根据分步计数原理，可得

犃犿狀 ＝犆
犿
狀犃

犿
犿．

因此，我们有下列组合数的计算公式为

犆犿
狀＝
犃犿狀

犃犿犿
＝
狀·（狀－１）（狀－２）…（狀－犿＋１）

犿！
．

这里狀，犿∈犖，并且犿≤狀，现在我们来解决本章引言中的问题一．从

班内１０名女运动员中任选４人参加接力赛，共有

犆４１０＝
犃４１０

犃４４
＝
１０×９×８×７

４×３×２×１
＝２１０

种不同的参赛方法．

因为 犃犿狀 ＝
狀！

（狀－犿）！
，

所以组合数公式还可以写成

犆犿
狀＝

狀！

犿！（狀－犿）！
．

　计算：

（１）犆３７；　　　　　　（２）犆６１０；　　　　　　（３）犆３７＋犆４７．

解　（１）犆３７＝
７×６×５

３！
＝３５．

（２）犆６１０＝
１０×９×８×７×６×５

６！
＝２１０

或犆６１０＝
１０！

６！（１０－６）！
＝
１０×９×８×７

４！
＝２１０．

（３）犆３７＋犆４７＝
７×６×５

３×２×１
＋
７×６×５×４

４×３×２×１
＝３５＋３５＝７０．

　平面内有１０个点，其中任何３点不共线，以其中任意２个点为端点的：

（１）线段有多少条？

（２）有向线段有多少条？

解　（１）所求线段的条数，即为从１０个元素中任取２个元素的组合

数，共有

犆２１０＝
１０×９

２×１
＝４５（条）．

例１

例２
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７．３　组　　合　　　　
１４５　　

（２）所求有向线段的条数，即为从１０个元素中任取２个元素的排列

数，共有

犃２１０＝１０×９＝９０（条）．

答　以１０个点中的２个点为端点的线段共有４５条；以１０个点中的

２个点为端点的有向线段共有９０条．

　在例２中，第（１）小题不考虑线段两个端点的顺序，是组合问题；第（２）小题

要考虑线段两个端点的顺序，是排列问题．

　（１）从全班４０人中选出班委７人，共有多少种不同的选法？

（２）从全班４０人中选出班长、副班长、学习委员、体育委员、宣传委员、生活

委员、文娱委员各一人，共有多少种不同的选法？

解　（１）从全班４０人中选出班委７人的所有不同选法种数，就是从４０

个不同元素中取出７个元素的组合数，即

犆７１０＝
４０！

７！（４０－７）！
＝１８６４３５６０．

（２）从全班４０人中选出班长、副班长、学习委员、体育委员、宣传委

员、生活委员、文娱委员各一人，虽然也是选出７人，但是这７人与他们担

任的职务有关，所以这个问题是求从４０个不同元素中取出７个元素的排

列数，即

犃７１０＝４０×３９×３８×３７×３６×３５×３４＝９３９６３５４２４００．

答　从全班４０人中选出班委７人，共有１８６４３５６０种不同的选法；从

全班４０人中选出班长、副班长、学习委员、体育委员、宣传委员、生活委员、

文娱委员各一人，共有９３９６３５４２４００种不同的选法．

　在１００件产品中，有９８件合格品，２件次品，从这１００件产品中任意抽出

３件．

（１）一共有多少种不同的抽法？

（２）抽出的３件产品中恰好有１件是次品的抽法有多少种？

（３）抽出的３件产品中至少有１件是次品的抽法有多少种？

解　（１）所求的不同抽法的种数，就是从１００件产品中取出３件的组

合数，即

犆３１００＝
１００×９９×９８

３！
＝１６１７００．

答　共有１６１７００种抽法．

（２）从２件次品中抽出１件次品的抽法有犆１２种，从９８件合格品中抽

出２件合格品的抽法有犆２９８种．因此，抽出３件产品中恰好有１件次品的抽

法种数是

犆１２·犆２９８＝２×４７５３＝９５０６．

注 意

例３

例４
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　　　第七单元　排列与组合
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答　抽出的３件产品中恰好有１件是次品的抽法有９５０６种．

（３）解法１　从１００件产品中抽出的３件至少有１件是次品的抽法，包

括有１件是次品和２件是次品这两种情况，在第（２）小题中已经求出１件是

次品的抽法有犆１２·犆２９８种．同理，抽出的３件中恰好有２件是次品的抽法有

犆２２·犆１９８．

因此，抽出的３件产品中至少有１件是次品的抽法种数是

犆１２·犆２９８＋犆２２·犆１９８＝９５０６＋９８＝９６０４．

解法２　从１００件产品中抽出的３件至少有１件是次品的抽法种数，

就是从１００件产品中抽出的３件的种数减去抽出的３件都是合格品的种

数，即

犆３１００－犆
３
９８＝１６１７００－１５２０９６＝９６０４．

答　抽出的３件产品中至少有１件是次品的抽法有９６０４种．

　有９本不同的课外书，分给甲、乙、丙３名同学，求在下列条件下，各有多少

种不同的分法？

（１）甲得４本，乙得３本，丙得２本；

（２）一人得４本，一人得３本，一人得２本；

解　（１）甲得４本，乙得３本，丙得２本这件事分３步完成：

第一步　从９本不同的书中，任取４本分给甲，有犆４９种方法；

第二步　从余下的５本中，任取３本分给乙，有犆３５种方法；

第三步　把剩下的２本书给丙，有犆２２种方法．

根据分步计数原理，共有不同的分法

犆４９·犆３５·犆２２＝１２６０（种）．

所以甲得４本，乙得３本，丙得２本的分法共有１２６０种．

（２）一人得４本，一人得３本，一人得２本这件事，分两步完成：

第一步　按４本、３本、２本分成３组，有犆４９·犆３５·犆２２种方法；

第二步　将分成的３组分给甲、乙、丙３人，有犃３３种分法．

根据分步计数原理，共有不同的分法

犆４９·犆３５·犆２２·犃３
３＝７５６０（种）．

所以一人得４本，一人得３本，一人得２本的分法共有７５６０种．

　１．下面的问题是排列问题还是组合问题？

（１）从４个风景点中选出２个安排旅游，有多少种不同的方法？

（２）从４个风景点中选出２个安排旅游，并确定这２个景点的旅游顺序，

有多少种不同的方法？

（３）从１，２，３这３个数中每次取２个相乘，一共可以得到多少个不同

的积？

（４）从１，２，３这３个数中每次取出２个相除，一共可以得到多少个不同

的商？

例５
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７．３　组　　合　　　　
１４７　　

２．写出：

（１）从５个元素犪，犫，犮，犱，犲中任取２个元素的所有组合；

（２）从５个元素犪，犫，犮，犱，犲中任取３个元素的所有组合．

３．计算：

（１）犆３１０；　　　　（２）犆４４＋犆４８；　　　　（３）３犆３７－２犆２５；

（４）犆０５＋犆１５＋犆２５＋犆３５＋犆４５＋犆５５； （５）
犆５狀

犆３狀
．

４．从３，５，７，１１这４个质数中任取两个相乘，可以得到多少个不相等

的积？

５．学校开设了６门选修课，要求每个学生从中选学３门，共有多少种不同

的选法？

６．圆上有１０个点：

（１）过每２个点画一条弦，一共可以画多少条弦？

（２）过每３个点画一个圆内接三角形，一共可以画多少个圆内接三

角形？

７．用壹元、贰元、伍元、拾元的人民币各一张，可以组成多少种不同的币值？

８．有１３个球队参加学校篮球赛，比赛时先分为两组，第一组７个队，第二

组６个队，各组都进行单循环赛（即每队都要与其余各队比赛一场），然

后各组的前两名共４个队再进行单循环赛决定冠、亚军，共需要比赛多

少场？

　知识与实践

结合本节所学知识，设计一个幼儿园活动“握手游戏”，并思考下面的

问题：若每两个小朋友都要握一次手，则全班共要握多少次手？

７．３．２　组合数的两个性质


求出组合数犆３８与犆
５
８的值，观察它们有什么特点？

犆３８＝
８！

３！（８－３）！
＝

８！

３！·５！
＝５６，

犆５８＝
８！

５！（８－５）！
＝

８！

５！·３！
＝５６．

显然　犆
３
８＝犆

５
８．一般地，我们有组合数的两个性质．

性质１　犆犿
狀＝犆

狀－犿
狀 ．

证明　因为犆犿
狀＝

狀！

犿！（狀－犿）！
，

问 题
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　　　第七单元　排列与组合
１４８　　

犆狀－犿狀 ＝
狀！

（狀－犿）！狀－（狀－犿）［ ］！＝
狀！

犿！（狀－犿）！
，

所以犆犿
狀＝犆

狀－犿
狀 ．

组合数的这一性质，也可以利用组合的定义进行解释．

当犿＞
狀

２
时，通常将计算犆犿

狀改为计算犆
狀－犿
狀 ．

例如，计算犆７９可以改为计算

犆７９＝犆
２
９＝
９×８

２！
＝３６．

　为了使这个公式在犿＝狀时也成立，我们规定

犆０狀＝１．

　一个口袋内装有大小相同的７个白球和１个黑球．

（１）从口袋内取出３个球，共有多少种取法？

（２）从口袋内取出３个球，使其中含有一个黑球，有多少种取法？

（３）从口袋内取出３个球，使其中不含有黑球，有多少种取法？

解　（１）从口袋内的８个球中取出３个球，取法的种数是

犆３８＝
８×７×６

３！
＝５６．

答　口袋内取出３个球，共有５６种取法．

（２）从口袋内取出３个球，使其中含有一个黑球，于是还要从７个白球

中再取出２个，取法的种数是

犆２７＝
７×６

２×１
＝２１．

答　从口袋内取出３个球，使其中含有一个黑球，有２１种取法．

（３）从口袋内取出３个球，使其中不含有黑球，因此只需从７个白球中

取出３个球，取法的种数是

犆３７＝
７×６×５

３！
＝３５．

答　从口袋内取出３个球，使其中不含有黑球，共有３５种取法．

通过上面的例４，我们发现

犆３８＝犆
２
７＋犆

３
７．

这个等式的成立，是确有理论依据，还是纯属巧合呢？

事实上，从口袋内８个球中取出的３个球，可以分成两类：一类含有黑

球，一类不含有黑球，因此根据分类计数原理，上面的等式成立．

一般地，从犪１，犪２，…，犪狀＋１这狀＋１个不同的元素中取出犿个元素

的组合数是犆犿
狀＋１，这些组合可以分为两类：一类含有犪１，一类不含有犪１，

注 意

例６
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７．３　组　　合　　　　
１４９　　

含有犪１的组合是从犪２，犪３，…，犪狀＋１这狀个元素中取出犿－１个元素组成

的，共有犆犿－１狀 个；不含有犪１的组合是从犪２，犪３，…，犪狀＋１这狀个元素中取

出犿个元素组成的，共有犆犿狀个．根据加法原理，有犆犿狀＋１＝犆
犿－１
狀 ＋犆

犿
狀，由此

得如下性质．

性质２　犆犿
狀＋１＝犆

犿－１
狀 ＋犆

犿
狀．

证明　犆犿－１
狀 ＋犆

犿
狀＝

狀！

犿！（狀－犿）！
＋

狀！

（犿－１）！狀－（犿－１）［ ］！

＝
狀！（狀－犿＋１）＋狀！·犿
犿！（狀－犿＋１）！

＝
（狀－犿＋１＋犿）狀！

犿！（狀＋１－犿）！

＝
（狀＋１）！

犿！ （狀＋１）－犿［ ］！

＝犆
犿
狀＋１，

即　 犆犿
狀＋１＝犆

犿－１
狀 ＋犆

犿
狀．

　计算犆
９６
９９＋犆

９７
９９．

解　由性质２，得

犆９６９９＋犆
９７
９９＝犆

９７
１００．

由性质１，得

犆９７１００＝犆
３
１００＝
１００×９９×９８

３×２×１
＝１６１７００．

　１．计算：

（１）犆９８１００；　　　　　　　　　　　　（２）犆５１２＋犆６１２；

（３）犆１５＋犆２５＋犆３５＋犆４５＋犆５５； （４）犆８犿－犆８犿＋１＋犆
７
犿．

２．求证：

（１）犆犿－２
狀－１＋犆

犿－１
狀－１＋犆

犿
狀＝犆

犿
狀＋１；

（２）犆３７＋犆４７＋犆５８＝犆５９．

３．选择题：

（１）在下列各式中与组合数犆７１０相等的式子是（　　）．

Ａ．犆７１１－犆
８
１１ Ｂ．犆６１０＋犆

５
１０

Ｃ．犆７９＋犆
６
９ Ｄ．犆７９－犆

６
９

（２）集合犃＝１，２，３，４，５｛ ｝的含有元素１，但不含有元素４的真子集

的个数是（　　）．

Ａ．犆０４＋犆
１
４＋犆

２
４＋犆

３
４＋犆

４
４ Ｂ．犆０３＋犆

１
３＋犆

２
３＋犆

３
３－１

Ｃ．犆０３＋犆
１
３＋犆

２
３＋犆

３
３＋１ Ｄ．犆０３＋犆

１
３＋犆

２
３＋犆

３
３

４．（１）空间有８个点，其中任何４点不共面，过每３个点作一个平面，一共

例７

练 习
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　　　第七单元　排列与组合
１５０　　

可以作多少个平面？

（２）空间有１０个点，其中任何４点不共面，以每４点为顶点作一个四面

体，一共可以作多少个四面体？

５．某小组有７人：

（１）选出３人参加植树劳动，可以有多少种不同的选法？

（２）选出４人参加卫生扫除，可以有多少种不同的选法？

６．某班有４２名学生，其中正、副班长各一名，现选派５名学生参加某种课

外活动：

（１）如果班长和副班长必须在内，有多少种选派法？

（２）如果班长和副班长必须有一人而且只有一人在内，有多少种选派法？

（３）如果班长和副班长都不在内，有多少种选派法？

（４）如果班长和副班长至少有一人在内，有多少种选派法？

７．从１，３，５，７，９中任取３个数字，从２，４，６，８中任取２个数字，组成没

有重复数字的五位数，一共可以组成多少个数？

　知识与实践

结合所学知识，根据下列材料设计一个幼儿园活动“小鬼当家”：不同

面值的“钱币”（真钱的替代），物品的包装袋、价目表、纸，笔等．

７．４　复 习 与 巩 固




一、知识结构

问

题

情

景

两
个
基
本
原

 





理

排　 








列

组　 



合

应

　

用

二、思考与回顾

１．分类加法原理和分步乘法原理的根本区别是什么？在应用中各应

该注意什么问题？学习完排列、组合后，你是否已经体会到了两个基本原

理所起的重要作用？请谈谈你的体会．

２．排列问题与组合问题有何区别？它们之间的相互关系如何？排列

与组合的不同点以及相互之间的联系，在公式犃犿狀 ＝犆犿
狀犃

犿
犿 中是怎样体

现的？

３．请你小结排列、组合应用题的类型和解题方法．
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７．４　复习与巩固　　　　
１５１　　

复习参考题

　１．填空：

（１）乘积（犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪犿）（犫１＋犫２＋犫３＋…＋犫狀）展开后，共有

　　　　项；

（２）已知犆狓１０＝犆３１０，则狓＝　　　　；

（３）安排６名歌手的演出顺序时，要求某歌手不在第一个出场，也不是

最后一个出场，共有　　　　种不同的排法；

（４）学生可以从本学期开设的７门选修课中任选３门，从６种课外活动

小组中选择２个，则该学生可以有　　　　种不同的选法．

２．判断正误：

（１）犃３８＝８×７×６×５；（　　）

（２）犃４４＝４×４×４×４；（　　）

（３）０！＝０；（　　）

（４）犆０狀＝狀！；（　　）

（５）犃犿狀 ＝
狀！

狀！（狀－犿）！
；（　　）

（６）犃２９０－犃８８９０＝０；（　　）

（７）从５名男生中选出３人，４名女生中选出２人排成一列，共有犆２５·

犆２４犃
５
５种排法．（　　）

３．根据排列的定义及排列数公式选择正确的答案．

（１）１８×１７×１６×…×９×８等于（　　）．

Ａ．犃８１８　　　　Ｂ．犃
９
１８　　　　Ｃ．犃

１０
１８　　　　Ｄ．犃

１１
１８

（２）用１，２，３，４，５这５个数字，组成没有重复数字的三位数，其中偶

数共有（　　）．

Ａ．２４个 Ｂ．３０个 Ｃ．４０个 Ｄ．６０个

４．已知
犃５狀＋犃

４
狀

犃３狀
＝４，那么狀＝　　　　．

５．计算：

（１）犆３２０；　　　　　　　　　　　　（２）犆狀狀＋１·犆
狀－２
狀 ；

（３）犆２６·犆４８； （４）犆５７·犆５５．

６．证明：

（１）犆犿
狀＋１＝犆

犿－１
狀 ＋犆

犿
狀－１＋犆

犿－１
狀－１； （２）犆犿＋１

狀 ＋犆
犿－１
狀 ＋２犆

犿
狀＝犆

犿＋１
狀＋２．

７．用１，５，９，１３中任意一个数作分子，４，８，１２，１６中任意一个数作分

母，可构造多少个不同的分数？可构造多少个不同的真分数？

８．一部纪录片在４个单位轮映，每一单位放映一场，有多少种轮映次序？

９．用２，３，４，５可以组成多少个没有重复数字且能被５整除的数？

１０．某信号兵用红、黄、蓝三面旗子从上到下挂在竖直的旗杆上表示信号，

每次可以任挂一面、两面或三面，并且不同的顺序表示不同的信号，一

共可以表示多少种不同的信号？

１１．（１）一个集合有８个不同元素组成，这个集合含有３个元素的子集共有

多少个？

犃组
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　　　第七单元　排列与组合
１５２　　

（２）一个集合由５个元素组成，其中含有１个、２个、３个、４个元素的子

集共有多少个？

１２．生产某种产品２００件，其中有２件是次品，现在抽取５件进行检查（只

列式）：

（１）“其中恰有２件是次品”的抽法有多少种？

（２）“其中恰有１件是次品”的抽法有多少种？

（３）“其中没有次品”的抽法有多少种？

（４）“其中至少有１件次品”的抽法有多少种？

　１３．７个人站成一排：

（１）如果甲必须站在正中间，有多少种排法？

（２）如果甲、乙两人必须站在两端的排法有多少种？

（３）甲、乙两人必须相邻的排法有多少种？

（４）甲、乙两人必须不相邻的排法有多少种？

１４．由０，１，２，３这４个数字，可组成多少个：

（１）无重复数字的三位数？

（２）可以有重复数字的三位数？

（３）无重复数字的三位偶数？

（４）能被５整除且无重复数字的三位数？

１５．（１）已知
１

犆犿
５

－
１

犆犿
６

＝
７

１０犆犿
７

，求犆犿
８．

（２）已知
犆犿－１
狀

２
＝
犆犿
狀

３
＝
犆犿＋１
狀

４
，求狀与犿．

１６．５名教师分到４个学校，每个学校至少１名，全部分完，有几种不同的分

配方案？

１７．把５件不同产品摆成一排，产品Ａ与产品Ｂ相邻，且产品Ａ与产品Ｃ

不相邻，共有几种不同的排法．

　１８．甲、乙、丙、丁、戊、己六人站队，要求甲、乙两个之间最多有两人，共有几

种站法？

１９．有６本不同的书平均分成３堆，每堆２本，共有多少种分法？

第１８题答案
　　　　　　

第１９题答案

犅组

犆组
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第八单元　概率与统计

８．１　概率

８．１．１　随机事件的概率

８．１．２　古典概型

８．１．３　互斥事件有一个发生的概率

８．１．４　相互独立事件同时发生的概率
８．１．５　独立重复试验

８．２　统计

８．２．１　抽样方法

８．２．２　总体分布的估计

８．３　复习与巩固
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　　　第八单元　概率与统计
１５４　　

８．１　概　　率




８．１．１　随机事件的概率


福利彩票为什么能集中大量资金用于福利事业？买一张彩票，正好中

奖的机会有多大？如何用数学方法刻画可能性的大小？

１．随机事件

自然界和人类活动中，经常遇到各种现象，这些现象大致可分为两类：一

类是在一定条件下必然发生或不可能发生，我们称作确定性现象；另一类则

是在一定条件下可能发生也可能不发生，我们称做随机现象．观察下列现象：

（１）抛出一块石块，下落；

（２）在标准大气压下，把水加热到１００°Ｃ，沸腾；

（３）异性电荷，互相排斥；

（４）煮熟的种子，发芽；

（５）掷一枚硬币，正面朝上；

（６）在幼儿园投篮游戏中，小明正好命中．

其中，（１）、（２）两种现象必然发生，（３）、（４）两种现象不可能发生，都

是确定性现象；

（５）、（６）两种现象可能发生，也可能不发生，是随机现象．

对于某个现象，如果能让其条件实现一次，就是进行了一次实验．我们

把实验的每一种可能的结果，都叫一个事件．

其中，一定会发生的事件叫必然事件，如（１）、（２）；

不可能发生的事件叫不可能事件，如（３）、（４）；

可能发生也可能不发生的事件叫随机事件，如（５）、（６）．

我们一般用犃，犅，犆等大写英文字母表示随机事件，简称为事件．

　试判断下列事件是随机事件、必然事件还是不可能事件：

（１）抛一个骰子，向上的数字是５；

问 题

例１
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１５５　　

（２）明天下雨；

（３）若犪是实数，则犪２＜０；

（４）导体通电后发热．

解　（１）、（２）是随机事件；（３）是不可能事件；（４）是必然事件．

２．频率与概率

不同的随机事件，其发生的可能性有大、有小，如掷一枚骰子出现偶数

点的可能性就比出现２点的可能性大些．这种可能性的大小能不能用一个

数来度量呢？

人们发现，事件在一次实验中，可能发生也可能不发生，带有不确定

性，但在大量重复实验时，事件的发生还是有一定规律的．

一个典型的例子是大量重复掷硬币的实验，结果如表８１１所示．

表８１１

实 验 者 投掷次数 正面向上的次数 频　　率

蒲　丰 ４０４０ ２０４８ ０．５０８０

费　勒 １００００ ４９７９ ０．４９７９

皮尔逊 １２０００ ６０１９ ０．５０１６

皮尔逊 ２４０００ １２０１２ ０．５００５

　　在相同条件下，进行狀次试验，其中，事件犃 发生犿 次，那么，比值
犿

狀

称为事件犃发生的频率．从表８１１可以看到，当实验次数很大时，随机事

件“掷一枚硬币，正面向上”发生的频率总在０．５附近摆动且稳定于０．５．

一般地，对于给定的随机事件犃，在相同条件下，随着试验次数的增

加，事件犃发生的频率会在某个常数附近摆动并趋于稳定，我们用这个常

数来刻画随机事件犃发生的可能性的大小，并把这个常数称为随机事件犃

的概率，记作犘（犃）．

通常当实验的次数狀很大时，我们将事件犃发生的频率
犿

狀
作为犘（犃）

的近似值，即犘（犃）≈
犿

狀
．

容易看出概率具有以下性质：

（１）０≤犘（犃）≤１；

（２）犘（Ω）＝１，Ω为必然事件；

（３）犘（）＝０，为不可能事件．

　某射击运动员进行７轮飞碟射击训练，各轮训练的成绩如表８１２所示．

表８１２

射 击 次 数 １００ １２０ １５０ １００ １５０ １６０ １５０

击中飞碟次数 ８１ ９５ １２３ ８２ １１９ １２７ １２１
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　　　第八单元　概率与统计
１５６　　

　　（１）试计算该运动员每一轮中击中飞碟的频率（精确到０．０１）；

（２）该运动员击中飞碟的概率约为多少？

解　（１）该运动员在第一轮中击中飞碟的频率为
８１

１００
＝０．８１，其他各轮

击中飞碟的频率依次为０．７９，０．８２，０．８２，０．７９，０．７９，０．８０．

（２）各轮击中飞碟的频率在０．７９～０．８２之间，所以该运动员击中飞碟

的概率约为０．８０．

　１．举出一些随机事件、必然事件和不可能事件的实例．

２．指出下列事件中，哪些是随机事件、必然事件或不可能事件：

（１）任画３条线段，恰好能组成一个直角三角形；

（２）７个奇数相加，和为奇数；

（３）任取长方体的３个顶点，这３点不共面；

（４）明天下午下雨；

（５）把９分成两个数的和，其中有一个数小于５．

３．某城市的天气预报中有“降水概率预报”，如预报“明天降水概率为

９０％”，这是指（　　）．

Ａ．明天该地区约９０％的地方会降水，其余的地方不会降水

Ｂ．明天该地区约９０％的时间会降水，其余时间不会降水

Ｃ．气象台的专家中，有９０％认为明天会降水，其余的专家认为不降水

Ｄ．明天该地区降水的可能性为９０％

４．抛一枚硬币，连续出现５次正面朝上．李军认为第六次抛出出现反面的概

率大于
１

２
，你认为正确吗？为什么？

５．某人射击击中靶心的概率是
１

４
，前３次均未击中，他第四次就一定能击

中靶心吗？

６．π的前狀位小数中数字６出现的次数如表８１３所示．

表８１３

狀 １００ ２００ ５００ １０００２０００５０００ １００００ ５００００ １００００００

数字６出

现的次数
９ １６ ４８ ９４ ２００ ５１２ １００４ ５０１７ ９９５４８

数字６出

现的频率

（１）将数字６出现的频率填入表８１３；

（２）数字６在π的各位小数数字中出现的概率是多少？

７．如果将一粒骰子抛１０００次，你估计抛出的点数大于３的次数大约是多少？

　知识与实践

活动与探究：

两个同学为一队，准备两组相同的牌，每组两张，两张牌的牌面数字分
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别是１和２，从每组牌中各摸出一张，称为一次试验．

（１）一次试验中两张牌的牌面数字和可能有哪些值？

（２）每队做３０次试验并做好记录；

（３）两张牌面数字和等于３的频率是多少？

（４）分别统计６０次、９０次、１２０次、１５０次、１８０次时，两张牌的牌面数

字和等于３的频率，求得概率约为多少？

８．１．２　古典概型


随机事件的概率，一般可以通过大量重复试验求得其近似值．但对于某

些随机事件，如果不通过重复试验，而只通过对一次试验中可能出现的结

果的分析进行计算，能得出相应的概率吗？

例如实验一：掷一枚均匀的硬币，可能出现的结果有：正面向上，反面

向上．由于硬币是均匀的，可以认为出现这两种结果的可能性是相同的，即

可以认为出现“正面向上”的概率是
１

２
，出现“反面向上”的概率也是

１

２
．这与

前面表８１１中提供的大量重复试验的结果是一致的．

又如实验二：抛掷一个骰子，向上的数可能是１，２，３，４，５，６这６个

数中之一，即可能出现的结果有６种．由于骰子是均匀的，可以认为这６种

结果出现的可能性都相同，即出现每一种结果的概率都是
１

６
．

在一次实验中可能出现的每一个结果称为一个基本事件．如实验一中

的“正面朝上”即为一个基本事件．若在一次实验中，每一个基本事件发生的

可能性都相同，则称这些基本事件为等可能基本事件．

上面的两个实验都具有以下两个特点：

（１）所有的基本事件只有有限个；

（２）所有的基本事件为等可能基本事件．

我们将满足上述条件的随机实验的概率模型称为古典概型．

如果一次实验的等可能基本事件共有狀个，那么每一个等可能基本事

件发生的概率都是
１

狀
．如果某个事件犃 包含了其中犿 个等可能基本事件，

那么事件犃的概率为犘（犃）＝
犿

狀
．

　有１０个型号相同的杯子，其中一等品６个、二等品３个、三等品１个．从中

任取１个，

（１）共有多少个基本事件？

（２）取到一等品、二等品和三等品的概率分别是多少？

问 题
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１５８　　

解　（１）取到各个杯子的可能性是相等的．由于是从１０个杯子中任取

１个，共有１０种等可能的结果．因此，共有１０个基本事件．

（２）又其中有６个一等品，从这１０个杯子中取到一等品的结果有６种．

因此，取到一等品的概率是
６

１０
＝
３

５
；同理，取到二等品的概率是

３

１０
，取到三

等品的概率是
１

１０
．

　一只口袋里装有大小相同的５个球，其中３个白球、２个黑球，从中一次摸

出２个球．

（１）共有多少个基本事件？

（２）摸出的２个球都是白球的概率是多少？

解　解法一（列举法）

（１）分别记白球为１，２，３号，黑球为４，５号，从中一次摸出２个球，

有如下基本事件（摸到１，２号球用（１，２）表示）：

（１，２），（１，３），（１，４），（１，５），（２，３），（２，４），（２，５），（３，４），

（３，５），（４，５），共有１０个基本事件．

（２）记事件犃为“从５个球中一次摸出２个球，结果都是白球”．上述

１０个基本事件发生的可能性相同，其中只有（１，２），（１，３），（２，３）结果摸

到两个白球，所以犘（犃）＝
３

１０
．

解法二

（１）从５个球中一次摸出２个球，基本事件共有犆２５＝１０个．

（２）摸到两个白球的事件（记为事件犃）所包含的基本事件共有犆２
３＝３

个，所以犘（犃）＝
３

１０
．

　在１００件产品中，有９５件合格品、５件次品．从中任取２件，计算：

（１）２件都是合格品的概率；

（２）２件都是次品的概率；

（３）１件是合格品、１件是次品的概率．

分析　从１００件产品中任取２件可能出现的结果数，就是从１００个元

素中任取２个元素的组合数．由于是任意抽取，这些结果出现的可能性都相

同．又由于在所有产品中有９５件合格品、５件次品，取到２件合格品的结果

数，就是从９５个元素中任取２个元素的组合数；取到２件次品的结果数，就

是从５个元素中任取２个元素的组合数；取到１件合格品、１件次品的结果

数，就是从９５个元素中任取１个元素的组合数与从５个元素中任取１个元

素的组合数的积，从而可以分别得到所求各个事件的概率．

解　（１）从１００件产品中任取２件，可能出现的结果共有犆２
１００＝４９５０

种，且这些结果出现的可能性都相同．又在４９５０种结果中，取到２件合格品

的结果有犆２９５＝４４６５种．记“任取２件，结果都是合格品”为事件犃，那么

犘（犃）＝
４４６５

４９５０
＝
８９３

９９０
．

例４
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（２）记“任取２件，结果都是次品”为事件犅．由于在４９５０种结果中，取

到２件次品的结果有犆２５＝１０种，那么

犘（犅）＝
１０

４９５０
＝
１

４９５
．

（３）记“任取２件，结果１件是合格品、１件是次品”为事件犆．由于在

４９５０种结果中，取到１件合格品、１件次品的结果有犆１９５·犆１５＝４７５种，那么

犘（犆）＝
４７５

４９５０
＝
１９

１９８
．

　１．一个家庭有两个小孩，则所有等可能的基本事件是（　　）．

Ａ．（男，女），（男，男），（女，女）

Ｂ．（男，女），（女，男）

Ｃ．（男，女），（男，男），（女，女），（女，男）

Ｄ．（男，男），（女，女）

２．３个小朋友在一起做游戏时，需要确定做游戏的先后顺序，他们约定用

“锤子、剪刀、布”的方式确定．请问在一个回合中３个人都出“布”的概率

是多少？

３．口袋中有形状、大小都相同的一只白球和一只黑球，先摸出一只球，记

下颜色后放回口袋，然后再摸出一只球．

（１）一共可能出现多少种不同的结果？

（２）出现“一只白球、一只黑球”的结果有多少种？

（３）出现“一只白球、一只黑球”的概率是多少？

４．某幼儿园班有男孩２０人、女孩２３人．其中，男孩有１８人在园午睡，女孩

有２０人在园午睡．现从该班随机抽一人，求：

（１）抽到一名男孩的概率是多少？

（２）抽到一名在园午睡男孩的概率是多少？

（３）抽到一名在园午睡女孩的概率是多少？

５．将分别标有数字１，２，３的３张卡片洗匀后，背面朝上放在桌上．

（１）随机抽取一张，求抽到奇数的概率；

（２）随机抽取一张作为十位上的数字（不放回），再抽取一张作为个位上

的数字，能组成哪些两位数？恰好是３２的概率是多少？

６．一个密码箱由五位数字组成，５个数字都可以设定为０～９中的任何一

个数字，假设某人已经设定了五位密码．

（１）若此人忘了密码的所有数字，则他一次就能把锁打开的概率是

多少？

（２）若此人只记得密码的前四位数字，则一次就能把锁打开的概率是

多少？

７．某种产品共１００件，其中一等品２８件、二等品６５件，一等品与二等品都

是正品，其余是次品．某人买了这些产品中的１件，问：

（１）他买到一等品的概率是多少？

（２）他买到正品的概率是多少？
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１６０　　

８．连续２次抛同一粒骰子，求２次掷得的点数之和为８的概率．

９．从一副５４张的扑克牌中任意抽取一张，求：

（１）抽取一张１０的概率；

（２）抽取一张红桃的概率；

（３）抽取一张红桃１０的概率．

１０．袋中有红、黄、蓝３种颜色的小球各３个，从中任取３个，求：

（１）３个小球均为红色的概率；

（２）恰好有２个为红球的概率；

（３）３个球都同色的概率．

１１．某工厂生产的１００件产品中，有９０件是正品、１０件是次品，正品与次品

在外观上没有区别．从中任取１０件，计算（只列式）：

（１）１０件都是正品的概率；

（２）１０件中有３件次品的概率．

　知识与实践

结合本节所学知识，设计一个幼儿园“掷骰子涂色”游戏活动．游戏的玩

法如下：将两颗骰子（颜色、数字）掷出，按照骰子上的颜色和数字给格子纸

涂上相应的颜色．

８．１．３　互斥事件有一个发生的概率


一个盒子内放有１０个大小相同的小球，其中有７个红球、２个绿球、１

个黄球．如果我们把“从盒中摸出１个球，得到红球”叫做事件犃；“从盒中摸

出１个球，得到绿球”叫做事件犅；“从盒中摸出１个球，得到黄球”叫做事件

犆．那么，这些事件之间有何关系？

如果从盒中摸出的１个球是红球，即事件犃发生，那么事件犅就不发

生；如果从盒中摸出的１个球是绿球，即事件犅发生，那么事件犃 就不发

生．就是说，事件犃与犅不可能同时发生．这种不可能同时发生的两个事件

叫做互斥事件（也称为互不相容事件）．容易看到，事件犅 与犆也是互斥事

件，事件犃与犆也是互斥事件．

对于上面的事件犃，犅，犆，其中任何两个都是互斥事件，这时我们说

事件犃，犅，犆彼此互斥．一般地，如果事件犃１，犃２，…，犃狀 中的任何两个

都是互斥事件，那么就说事件犃１，犃２，…，犃狀 彼此互斥．

在上面的问题中，“从盒中摸出１个球，得到红球或绿球”是一个事件，

即犃，犅中有一个发生，我们把这个事件记作犃＋犅，那么事件犃＋犅的概

率是多少？

因为从盒中摸出１个球有１０种等可能的方法，而得到红球或绿球的方
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法有７＋２种，所以

犘（犃＋犅）＝
９

１０
．

另一方面 犘（犃）＝
７

１０
，犘（犅）＝

２

１０
，

可以看到

犘（犃＋犅）＝犘（犃）＋犘（犅）．

一般地，如果事件犃，犅 互斥，那么事件犃＋犅（即犃，犅 中有一个发

生）的概率，等于事件犃，犅分别发生的概率的和．

如果事件犃１，犃２，…，犃狀 彼此互斥，那么事件犃１＋犃２＋…＋犃狀（即

犃１，犃２，…，犃狀 中有一个发生）的概率，等于这狀个事件分别发生的概率

的和，即

犘（犃１＋犃２＋…＋犃狀）＝犘（犃１）＋犘（犃２）＋…＋犘（犃狀）．

在上面的问题中，事件 “从盒中摸出１个球，结果不是红球”与事件犃

互斥，并且其与犃必有一个发生．这种其中必有一个发生的两个互斥事件

叫做对立事件．事件犃的对立事件记作犃．对立事件犃 与犃必有一个发生，

故犃＋犃是必然事件，即

犘（犃＋犃）＝犘（犃）＋犘（犃）＝１．

由此，我们可以得到一个重要公式

犘（犃）＝１－犘（犃）．

　判断下列各对事件是否是互斥事件，并说明道理．

某小组有３名男生和２名女生，从中任选２名同学去参加演讲比赛．其中，

（１）恰有１名男生和恰有２名男生；

（２）至少有１名男生和至少有１名女生；

（３）至少有１名男生和全是男生；

（４）至少有１名男生和全是女生．

分析　判断两个事物是否为互斥事件，就是考查它们能否同时发生，

如果不能同时发生，则是互斥事件，不然就不是互斥事件．

解　（１）是互斥事件．

因为在所选的２名同学中，“恰有１名男生”实质上选出的是“１名男生

和１名女生”，它与“恰有两名男生”不可能同时发生，所以是一对互斥事件．

（２）不是互斥事件．

因为“至少有１名男生”包括“１名男生、１名女生”和“两名都是男生”

两种结果．“至少有１名女生”包括“１名女生、１名男生”和“两名都是女生”

两种结果，它们可同时发生．

（３）不是互斥事件．

因为“至少有一名男生”包括“１名男生、１名女生”和“两名都是男生”，

这与“全是男生”可同时发生．

（４）是互斥事件．

因为“至少有１名男生”包括“１名男生、１名女生”和“两名都是男生”
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　　　第八单元　概率与统计
１６２　　

两种结果，它和“全是女生”不可能同时发生．

　某班５０位同学参加期中数学考试，结果如表８１４所示，

表８１４

优（８５分以上） ９人 中（６０～７４分） ２１人

良（７５～８４分） １５人 不及格（６０分以下） ５人

　　（１）从中任选１人成绩不及格的概率；

（２）从中任选１人成绩及格的概率．

解　（１）记事件“任选１人成绩不及格”为犅，则犘（犅）＝
５

５０
＝
１

１０
．

答　任选１人成绩不及格的概率为
１

１０
．

（２）解法一　记事件“任选１人成绩是及格”为事件犃，“任选１人成绩

是优”为事件犆，“任选１人成绩是良”为事件犇，“任选１人成绩是中”为事

件犈．

因为犃＝犆＋犇＋犈且犆，犇，犈为互斥事件，所以

犘（犃）＝犘（犆＋犇＋犈）　　　

＝犘（犆）＋犘（犇）＋犘（犈）

＝
９

５０
＋
１５

５０
＋
２１

５０
＝
９

１０
．

答　任选１人成绩及格的概率
９

１０
．

解法二　因为犃与犅互为对立事件，所以

犘（犃）＝１－犘（犅）＝１－
１

１０
＝
９

１０
．

答　任选１人成绩及格的概率
９

１０
．

　在２０件产品中，有１５件一级品、５件二级品．从中任取３件，其中至少有１

件为二级品的概率是多少？

解　解法一　记从２０件产品中任取３件，其中恰有１件二级品为事件

犃１，恰有２件二级品为事件犃２，３件全是二级品为事件犃３．根据题意，事件

犃１，犃２，犃３彼此互斥．由互斥事件的概率加法公式，３件产品中至少有１件

为二级品的概率是

犘（犃１＋犃２＋犃３）＝犘（犃１）＋犘（犃２）＋犘（犃３）

＝
犆１５犆

２
１５＋犆

２
５犆

１
１５＋犆

３
５

犆３２０

＝
１３７

２２８
．
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答　从中任取３件，其中至少有１件为二级品的概率是
１３７

２２８
．

解法二　记从２０件产品中任取３件，３件全是一级品为事件犃，那么

由对立事件的概率加法公式，得到所求概率是

１－犘（犃）＝１－
犆３１５

犆３２０
＝
１３７

２２８
．

答　从中任取３件，其中至少有１件为二级品的概率是
１３７

２２８
．

　１．抛掷一颗骰子１次，记“向上的点数是１，２，３”为事件犃，“向上的点数

是４，５，６”为事件犅，“向上的点数是１，２”为事件犆，“向上的点数是

１，２，３，４”为事件犇．判断下列事件是否为互斥事件，如果是，再判断它

们是否为对立事件．

（１）犃与犅；　　　　　　（２）犅与犆；　　　　　（３）犅与犇．

２．从装有５只红球、５只白球的袋中任意取出３只球，有事件：① “取出２

只红球和１只白球”与“取出２只白球和１只红球”；② “取出２只红球

和１只白球”与“取出３只红球”；③ “取出３只红球”与“取出３只球中

至少有一只白球”；④ “取出３只红球”与“取出３只白球”．其中，对立事

件有（　　）．

Ａ．①与④　　　　Ｂ．②与③　　　　Ｃ．③与④　　　　Ｄ．③

３．从１，２，３，…，９这９个数字中任取两个数，分别有下列事件：

（１）恰好有一个奇数和恰好有一个偶数；

（２）至少有一个奇数和两个都是奇数；

（３）至少有一个奇数和两个都是偶数；

（４）至少有一个奇数和至少有一个偶数．

其中哪两个事件是对立事件？

４．袋中有９个编号为１，２，…，９的小球，从中随机地取出２个，求至少有

一个球的编号为奇数的概率．

５．某幼儿园中班学生体重（单位：ｋｇ）在下列范围内的概率如表８１５

所示．

表８１５

体重（ｋｇ） １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１ ２２

概率 ０．１０ ０．２０ ０．２０ ０．１５ ０．１０ ０．１０ ０．１０ ０．０５

（１）求该班小朋友体重在［１７，２１）内的概率；

（２）如果体重大于等于２０ｋｇ，就超重，求该幼儿园学生超重的概率．

６．某种电视机的一等品率是９０％、二等品率是８％、次品率是２％，某人买

了一台该种电视机，求：

（１）这台电视机是正品（一等品或二等品）的概率；

（２）这台电视机不是正品的概率．

７．口袋中有若干红球、黄球和白球，摸出红球的概率为０．４５，摸出黄球的
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概率是０．３３，求：

（１）摸出红球或黄球的概率；

（２）摸出白球的概率．

８．一架轰炸机向目标投弹，目标被击毁的概率是０．３，目标未受损的概率

是０．４，目标受损但未完全击毁的概率是多少？

９．一个箱子内有２０张卡片，其号数分别为１，２，…，２０，从中任取３张，

其号数至少有一张为５的倍数的概率是多少？

１０．今有标号为１，２，３，４，５的５封信，另有同样标号的５个信封，现将

５封信任意地装入５个信封中，每个信封一封信，试求至少有两封信与

信封标号一致的概率．

８．１．４　相互独立事件同时发生的概率


甲坛子里有３个白球、２个黑球，乙坛子里有２个白球、２个黑球，从这

两个坛子里分别摸出１个球，它们都是白球的概率是多少？

我们把“从甲坛子里摸出１个球，得到白球”叫做事件犃，把“从乙坛子

里摸出１个球，得到白球”叫做事件犅．很明显，从一个坛子里摸出的是白球

还是黑球，对从另一个坛子里摸出白球的概率没有影响．这就是说，事件犃

（或犅）是否发生对事件犅 （或犃）发生的概率没有影响，这样的两个事件叫

做相互独立事件．

“从两个坛子里分别摸出１个球，都是白球”是一个事件，它的发生，就

是事件犃，犅 同时发生，我们将它记作犃犅．怎样求事件犃犅 的概率

犘（犃犅）呢？

从甲坛子里摸出１个球，有５种等可能的结果；从乙坛子里摸出１个

球，有４种等可能的结果．于是从两个坛子里各摸出１个球，共有５×４种等

可能的结果，表示如下（其中每个结果的左、右分别表示从甲、乙坛子里取

出的球的颜色）：

（白，白）（白，白）（白，黑）（白，黑）

（白，白）（白，白）（白，黑）（白，黑）

（白，白）（白，白）（白，黑）（白，黑）

（黑，白）（黑，白）（黑，黑）（黑，黑）

（黑，白）（黑，白）（黑，黑）（黑，黑）

在上面５×４种结果中，同时摸出白球的结果有３×２种．因此，从两个

坛子里分别摸出１个球，都是白球的概率是
３×２

５×４
＝
３

１０
．

另一方面，从甲坛子里摸出１个球，得到白球的概率是
３

５
；从乙坛子里
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摸出１个球，得到白球的概率是
２

４
．可以看到有

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）．

一般地，两个相互独立事件同时发生的概率，等于每个事件发生的概

率的积．即若犃，犅相互独立，则犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）．

　如果犃，犅是两个相互独立事件，那么１－犘（犃）犘（犅）表示什么？

　设生产某种产品分两道工序，第一道工序的次品率为１０％，第二道工序的

次品率为３％，生产这种产品只要有一道工序出次品就出次品，且两道工序

相互间没有影响，求此产品的合格率．

解　记第一道工序出合格品为事件犃１，第二道工序出合格品为事

件犃２，则生产此产品是合格品为事件犃１犃２．

因为 犘（犃１）＝１－０．１＝０．９，犘（犃２）＝１－０．０３＝０．９７，

所以 犘（犃１犃２）＝犘（犃１）犘（犃２）＝０．９×０．９７＝０．８７３．

答　此产品的合格率为８７．３％．

　甲、乙２人各进行１次射击，如果２人击中目标的概率都是０．６，计算：

（１）２人都击中目标的概率；

（２）其中恰有１人击中目标的概率；

（３）至少有１人击中目标的概率．

解　（１）记“甲射击１次，击中目标”为事件犃，“乙射击１次，击中目

标”为事件犅．由于甲（或乙）是否击中，对乙（或甲）击中的概率是没有影响

的，因此犃与犅是相互独立事件．又“２人各射击１次，都击中目标”就是事

件犃，犅同时发生，根据相互独立事件的概率乘法公式，得到

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）＝０．６×０．６＝０．３６．

答　２人都击中目标的概率是０．３６．

（２）“２人各射击１次，恰有１人击中目标”包括两种情况：一种是甲击

中，乙未中；一种是甲未中，乙击中，即可表示为犃犅＋犃犅．根据互斥事件的

加法公式和独立事件的乘法公式，得所求的概率为

　犘（犃犅＋犃犅）　　　　

＝犘（犃犅）＋犘（犃犅）

＝犘（犃）犘（犅）＋犘（犃）犘（犅）

＝０．６×（１－０．６）＋（１－０．６）×０．６

＝０．２４＋０．２４

＝０．４８．

答　其中恰有１人击中目标的概率是０．４８．

思 考
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（３）解法一　“２人各射击１次，至少有１人击中目标”的概率为

　犘（犃犅＋犃犅＋犃犅）　　

＝犘（犃犅）＋犘（犃犅＋犃犅）

＝０．３６＋０．４８＝０．８４．

解法二　“２人都未击中目标”的概率为

　犘（犃犅）　　　　

＝犘（犃）犘（犅）

＝０．４×０．４＝０．１６．

因此，至少有１人击中目标的概率为

１－０．１６＝０．８４．

答　至少有１人击中目标的概率是０．８４．

　１．一个口袋内装有２个白球和２个黑球，把“从中任意摸出１个球，得到白

球”记作事件犃，把“从剩下的３个球中任意摸出１个球，得到白球”记作事

件犅．那么，在先摸出白球后，再摸出白球的概率是多少？在先摸出黑球

后，再摸出白球的概率是多少？这里事件犃与事件犅是相互独立的吗？

２．生产一种零件，甲车间的合格率是９６％，乙车间的合格率是９７％，从它

们生产的零件中各抽取１件，都抽到合格品的概率是多少？

３．在某段时间内，甲地下雨的概率是０．２，乙地下雨的概率是０．３．假定在这

段时间内两地是否下雨相互之间没有影响，计算在这段时间内：

（１）甲、乙两地都下雨的概率；

（２）甲、乙两地都不下雨的概率；

（３）其中至少１个地方下雨的概率．

４．某校去一高中学校挑选飞行员，已知该校学生身体素质的合格率为０．０４，

心理素质的合格率为０．２５，学习成绩的合格率为０．７，求该校学生可入选

飞行员的概率（假定身体素质、心理素质与学习成绩合格与否相互之间

没有影响）．

５．某射手射击１次，击中目标的概率是０．９．他连续射击４次，且各次射击是

否击中相互之间没有影响，那么他第二次未击中、其他３次都击中的概

率是多少？

６．一个工人照看３台机床，在１ｈ内，甲机床需要照看的概率是０．９，乙机床

和丙机床需要照看的概率分别是０．８和０．８５，求在１ｈ内：

（１）没有一台机床要照看的概率；

（２）至少有一台机床要照看的概率．

７．有两门高射炮，每门击中敌机的概率是０．６，两炮同时射击，求击中敌机

的概率．

８．一个袋子中有５个白球和３个黑球，从袋中分两次取出２个球．设第一次

取出的球是白球叫做事件犃，第二次取出的球是白球叫做事件犅．

（１）若第一次取出的球仍放回去，求事件犅发生的概率；

（２）若第一次取出的球不放回去，求事件犅发生的概率．
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８．１．５　独立重复试验


某射手射击１次，击中目标的概率是０．９，那么他射击４次，恰好击中目

标３次的概率是多少？

记射击一次击中目标为事件犃，则犘（犃）＝０．９，从而未击中目标为事

件犃，且犘（犃）＝１－犘（犃）＝０．１，那么射击４次，恰好击中３次共有下面

４种情况：

犃犃犃犃，犃犃犃犃，犃犃犃犃，犃犃犃犃．

上述每一种情况，都可看成是在４个位置上取出３个写上犃，另一个写

上犃，所以这些情况的种数等于从４个元素中取出３个元素的组合数犆３
４，

即４种．

由于各次射击是否击中相互之间没有影响，根据相互独立事件的概率

乘法公式，前３次击中、第四次未击中的概率是

犘（犃犃犃犃）＝犘（犃）犘（犃）犘（犃）犘（犃）　　

＝０．９×０．９×０．９×（１－０．９）

＝０．９
３（１－０．９）４－３．

同理，其余３种情况的概率都是０．９３（１－０．９）４－３．

这就是说，在上面射击４次、击中３次的４种情况中，每一种发生的概

率都是０．９３（１－０．９）４－３．因为这４种情况彼此互斥，根据互斥事件的概率加

法公式，射击４次、击中３次的概率为

４×０．９
３（１－０．９）４－３＝４×０．９３×０．１≈０．２９．

在上面的例子中，４次射击可以看成进行４次独立重复试验．其概率为

犘４（３）＝犆
３
４×０．９

３
×（１－０．９）４－３．

一般地，如果在１次试验中事件发生的概率是狆，那么在狀次独立重复

试验中事件犃恰好发生犽次的概率为

犘狀（犽）＝犆
犽
狀×狆

犽
×（１－狆）狀－犽（犽＝０，１，２，…，狀）．

　某气象站天气预报的准确率为８０％，计算（结果保留两个有效数字）：

（１）５次预报中恰有４次准确的概率；

（２）５次预报中至少有４次准确的概率．

解　（１）记“预报１次，结果准确”为事件犃．预报５次相当于作５次独

立重复试验，根据狀次独立重复试验中事件发生犽次的概率公式，５次预报

问 题


一般地，如果狀个事

件犃１，犃２，犃３，…，

相互独立，则有

犘（犃１犃２…犃狀）＝

犘（犃１）犘（犃２）…犘（犃狀）．

例１１
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中恰有４次准确的概率为

犘５（４）＝犆４５×０．８４×（１－０．８）５－４≈０．４１．

答　５次预报中恰有４次准确的概率约为０．４１．

（２）５次预报中至少有４次准确的概率，就是５次预报中恰有４次准确

的概率与５次预报都准确的概率的和，即

　犘＝犘５（４）＋犘５（５）

＝犆
４
５×０．８

４
×（１－０．８）５－４＋犆５５×０．８５×（１－０．８）５－５

＝５×０．８
４
×０．２＋０．８

５

≈０．４１０＋０．３２８

≈０．７４．

答　５次预报中至少有４次准确的概率约为０．７４．

　１．连续５次抛一枚硬币，３次正面朝上的概率是多少？

２．有特效药对某种疾病的治愈率达９５％，有１０人临床服用，求恰好有５人

被治愈的概率（只列式）．

３．甲与乙进行乒乓球单打比赛，打一局甲获胜的概率是０．６，若甲与乙比赛

三局，通过计算填写表８１６．

表８１６

甲获胜局数 ０ １ ２ ３

相 应 概 率

４．某篮球运动员投三分球的准确率为６０％，他连续投１０次，求：

（１）恰好３次命中的概率；

（２）至少有１次命中的概率．

５．生产一种零件，出现次品的概率是０．０４．生产这种零件４件，其中恰有１

件次品、恰有２件次品、至多有１件次品的概率各是多少？

６．有甲、乙、丙３批电子元件，每批１０００个，各有１０个次品，从３种元件中

各抽取１个，求：

（１）３个中只有１个次品的概率；

（２）３个中至少有１个次品的概率．

７．某工厂的产品的合格率为９５％，任意抽取１０件，求：

（１）８件合格的概率；

（２）至少有８件合格的概率．
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

８．２．１　抽样方法


若要了解某市２５０００名学生的视力状况，如果对每一位学生都进行视

力检查，那将浪费大量的人力和物力，有没有更好的方法解决这一问题呢？

统计的基本思想方法是用样本估计总体．即当总体数量很大或检测过

程具有一定的破坏性时，不直接去研究总体，而是通过从总体中抽取一个

样本，根据样本的情况去估计总体的相应情况．

统计学中，所有考察对象的全体称为总体，总体中的每一个考察对象

称为个体，从总体中抽取的一部分个体称为总体的一个样本，样本中个体

的数目称为样本容量．当我们逐个地从总体中抽取个体时，如果每次抽取的

个体不再放回总体，这种抽样叫做不放回抽样；如果每次抽取一个个体，收

集数据后把它放回总体，然后再抽取下一个个体，这种抽样叫做放回抽样．

用样本估计总体，首先要从总体中抽取适当的样本，那么，怎样从总体

中抽取样本呢？

１．简单随机抽样

从个体数为犖 的总体中不重复地取出犽个个体（犽＜犖），每个个体都

有相同的机会被取到．这样的抽样方法称为简单随机抽样，它有下列特点：

（１）它要求被抽取样本的总体的个体数有限；

（２）它是从总体中逐个进行抽取；

（３）它是一种不放回抽样；

（４）它是一种等概率抽样．

抽签法和随机数表法是两种常用的简单随机抽样．

（１）抽签法

为了了解某班５０名学生的视力状况，从中抽取１０名学生进行检查，应

问 题
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该怎样抽取？

通常我们使用抽签法：将５０名学生从１到５０进行编号，再制作１到

５０的５０个号签，把５０个号签均匀混合，最后随机地从中抽取１０个号签．编

号与抽中的号签号码相一致的学生即为所抽取的学生．

一般地，用抽签法从个体个数为犖 个的总体中抽取一个容量为狀（狀＜

犖）的样本的步骤为：

（１）将总体中的犖 个个体编号；

（２）将这犖 个号码写在形状、大小相同的号签上；

（３）将号签放在同一箱中，并均匀混合；

（４）从箱中每次抽取１个号签（不放回），连续抽取狀次；

（５）将总体中与抽取的号签的编号一致的狀个个体取出．

这样就得到一个容量为狀的样本．

（２）随机数表法

用抽签法的过程中，编号的过程有时可以省略，但制签的过程就难以

省去，而且制签也比较麻烦．怎样简化抽样的过程呢？

制作一个数表，其中的每个数都是用随机方法产生的，这样的表称为

随机数表．只要按一定的规则到随机数表中选取号码就可以了．这种抽样方

法叫做随机数表法．

用随机数表抽取样本的步骤为：

① 对总体中的个体进行编号（每个号码位数一致）．

② 在随机数表中任选一个数作为开始．

③ 从选定的数开始按一定的方向读下去，若得到的数码在编号中，则

取出；若得到的号码不在编号中或前面已经取出，则跳过；如此继续下去，

直到取满为止．

④ 根据选定的号码抽取样本．

例如，用随机数表法从５０名学生中抽取１０名学生的步骤如下：

① 对５０个同学编号，号码依次为０１，０２，０３，…，５０．

② 在随机数表中随机地确定一个数作为开始，如从第８行第２９列的

数７开始．为便于说明，我们将某随机数表中的第６行至第１０行摘录如下：

１６　２２　７７　９４　３９　４９　５４　４３　５４　８２　１２　３７　９３　２３　７８　８７　３５　２０　９６　４３　８４　２６　３４　９１　６４

８４　４２　１７　５３　３１　５７　２４　５５　０６　８８　７７　０４　７４　４７　６７　２１　７６　３３　５０　２５　８３　９２　１２　０６　７６

６３　０１　６３　７８　５９　１６　９５　５５　６７　１９　９８　１０　５０　７１　７５　１２　８６　７３　５８　０７　４４　３９　５２　３８　７９

３３　２１　１２　３４　２９　７８　６４　５６　０７　８２　５２　４２　０７　４４　３８　１５　５１　００　１３　４２　９９　６６　０２　７９　５４

５７　６０　８６　３２　４４　０９　４７　２７　９６　５４　４９　１７　４６　０９　６２　９０　５２　８４　７７　２７　０８　０２　７３　４３　２８

③ 从数７开始向右读下去，每次读两位，凡不在０１到５０中的数跳过

不读，遇到已经读过的数也跳过去，便可依次得到

１２，０７，４４，３９，３８，３３，２１，３４，２９，４２．

这１０个号码，就是所要抽取的容量为１０的样本．

　１．在简单随机抽样中，某一个个体被抽到的可能性是（　　）．练 习
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Ａ．与第几次抽样有关，第一次抽的可能性最大

Ｂ．与第几次抽样有关，第一次抽的可能性最小

Ｃ．与第几次抽样无关，每次抽到的可能性相等

Ｄ．与第几次抽样无关，与抽取几个样本无关

２．一个总体有８个个体，要通过逐个抽取的方法从中抽取一个容量为４的

样本，求：

（１）每次抽取时，各个个体被抽到的概率；

（２）指定的个体犪在四次抽取时，各自被抽到的概率；

（３）整个抽样过程中，个体犪被抽到的概率．

３．判断：下列抽取样本的方式是否属于简单随机抽样？请说明理由．

（１）从无限多个个体中抽取１００个个体作样本；

（２）盒子里共有８０个零件，从中选出５个零件进行质量检测．在抽样操作时，

从中任意拿出一个零件进行质量检测后，把它放回盒子再抽取下一个．

２系统抽样

当总体中的个体数较多时，采用简单随机抽样比较费事，这时可将总

体平均分成几个部分，然后按照预先定出的规则，从每个部分中抽取一个

个体，得到所需的样本，这样的抽样方法称为系统抽样（也称等距抽样）．

　某单位在岗职工共６２４人，为了调查工人用于上班途中的时间，决定抽取

１０％的工人进行调查．如何采用系统抽样方法完成这一抽样？

分析　因为６２４的１０％约为６２，６２４不能被６２整除，为了保证“等距”

分段，应先剔除４人．

解　第一步　将６２４名职工用随机方式进行编号；

第二步　从总体中剔除４人（剔除方法可用随机数表法），将剩下的

６２０名职工重新编号（分别为０００，００１，００２，…，６１９），并分成６２段；

第三步　在第一段０００，００１，００２，…，００９这１０个编号中，用简单随机

抽样确定起始号码犻；

第四步　将编号为犻，犻＋１０，犻＋２０，…，犻＋６１０的个体抽出，组成

样本．

一般地，从个体个数为犖 个的总体中抽取一个容量为狀的样本，系统

抽样的步骤如下：

（１）采用随机的方式将总体中犖 个个体编号．

（２）将整个的编号按一定的间隔（设为犽）分段，当
犖

狀
（犖 为总体中的个

体数，狀为样本容量）是整数时，犽取
犖

狀
；当
犖

狀
不是整数时，从总体中剔除一

些个体，使剩下的总体中个体的个数犖′能被狀整除，这时犽取
犖′

狀
，并将剩

下的总体重新编号．

（３）在第一段中，用简单随机抽样确定起始的个体编号犻．

（４）将编号为犻，犻＋犽，犻＋２犽，… 的个体抽出，即得容量为狀的样本．

例１
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　１．采用系统抽样的方法，从个体数为１００３的总体中抽取一个容量５０的样

本，则在抽样过程中，被剔除的个体数为　　　，抽样间隔为　　　．

２．要从已编号（１～５０）的５０部新生产的赛车中随机抽取５部进行检验，用

每部分选取的号码间隔一样的系统抽样方法确定所选取的５部赛车的

编号可能是（　　）．

Ａ．５，１０，１５，２０，２５　　　　　　　Ｂ．３，１３，２３，３３，４３

Ｃ．５，８，１１，１４，１７ Ｄ．４，８，１２，１６，２０

３．要从１００２个学生中选取一个容量为２０的样本，试用系统抽样的方法给

出抽样过程．

３分层抽样

某幼师学校一、二、三年级分别有学生１０００，８００，７００名，为了了解全

校学生的视力情况，从中抽取容量为１００名的样本，怎样抽取样本？

分析　为准确反映实际客观，不仅要使每个个体被抽到的机会相等，

而且要注意总体中个体的层次性．

一个有效的方法是将总体按年级分为３个部分，然后按照各部分所占

的比例进行抽样．因为样本容量与总体的个体数之比为１００∶２５００＝

１∶２５，所以，应抽取一年级学生
１

２５
×１０００名＝４０名，二年级学生

１

２５
×

８００名＝３２名，三年级学生
１

２５
×７００名＝２８名．

这种抽样方法叫分层抽样，分层抽样的步骤如下：

（１）将总体按一定标准分层；

（２）确定抽取的比例；

（３）由分层情况，确定各层抽取的样本数（对于不能取整的数，求其近

似值，各层的抽取数之和应等于样本容量）；

（４）对每层进行抽样（可用简单随机抽样或系统抽样）．

　一个单位的职工有５００人，其中不到３５岁的有１２５人，３５～４９岁的有２８０

人，５０岁以上的有９５人．为了了解该单位职工年龄与身体状况的有关指

标，从中抽取１００名职工作为样本，应该怎样抽取？

分析　该总体具有某些特征，采用分层抽样比较好．可以根据年龄分为

３个层：不到３５岁、３５～４９岁、５０岁以上，再在每一个层中实行简单随

机抽样．

解　抽取人数与职工总数的比是１００∶５００＝１∶５，则各年龄段（层）的

职工人数依次是２５人、５６人、１９人，然后分别在各年龄段（层）运用简单随

机抽样方法抽取．

答　在分层抽样时，不到３５岁、３５～４９岁、５０岁以上的３个年龄段
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分别抽取２５人、５６人和１９人．

　１．某幼儿园共有幼儿１６０人，其中小班有６４人、中班５６人、大班４０人，现

用分层抽样从中抽取一容量为２０的样本，则抽取中班（　　）人．

Ａ．３　　　　　　Ｂ．４　　　　　　Ｃ．７　　　　　　Ｄ．１２

２．为了了解１２００名学生对学校某项教改试验的意见，打算从中抽取一个

容量为３０的样本，考虑采用系统抽样，则分段间隔犽为（　　）．

Ａ．４０ Ｂ．３０ Ｃ．２０ Ｄ．１２

３．某工厂生产产品，用传送带将产品送放下一道工序，质检人员每隔

１０ｍｉｎ在传送带的某一个位置取一件检验，则这种抽样方法是

（　　）．

Ａ．抽签法 Ｂ．随机数表法

Ｃ．系统抽样 Ｄ．分层抽样

４．如果用简单随机抽样从个体数为犖 的总体中抽取一个容量为狀的样

本，那么每个个体被抽到的概率都等于　　　　．

５．将总体平均分成几个部分，然后按照预先定出的规则，从每个部分中抽

取一个个体，得到所需的样本，这样的抽样方法称为　　　　；用这种

抽样方法抽取样本时，每个个体被抽到的可能性 　　　　．

６．为了了解一次知识竞赛的１２５２名学生的成绩，决定采用系统抽样的方

法抽取一个容量为５０的样本，那么总体中应随机剔除的个体数目是

　　　　．

７．某个车间工人已加工一种轴１００件，为了解这种轴的直径，要从中抽出

１０件在同一条件下测量，如何采用简单随机抽样的方法抽取上述样本？

８．将全班同学按学号编号，制作相应的卡片号签，放入同一个箱子里均匀

搅拌，从中逐个地抽出８个号签，就相应的８名学生对看足球比赛的喜

爱程度（很喜爱、喜爱、一般、不喜爱、很不喜爱 ）进行调查．

９．假设一个总体有５个元素，分别记为犪，犫，犮，犱，犲，从中采用逐个不放

回抽取样品的方法，抽取一个容量为２的样本，这样的样本共有多少

个？写出全部可能的样本．

１０．某大学数学系共有本科生５０００人，其中一、二、三、四年级的学生比为

４∶３∶２∶１，用分层抽样的方法抽取一个容量为２００人的样本，应该怎

样抽取？

８．２．２　总体分布的估计


总体取值的概率分布规律通常称为总体分布．抽样过程中，加大样本容

量，排除抽样造成的误差，这样样本的分布能精确地反映出总体的分布规

律．那么怎样研究样本的分布呢？
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１．频率分布表

国际奥委会２００３年６月２９日决定，２００８年北京奥运会的举办日期将

比原定日期推迟两周，改在８月８日至８月２４日举行．原因是７月末８月

初北京地区的气温高于８月中上旬．这一结论是如何得到的？

为了了解７月２５日至８月２４日北京地区的气温分布状况，我们对北

京往年这段时间的日最高气温进行抽样，并对得到的数据进行分析．通过随

机抽取近年来北京地区７月２５日至８月２４日的日最高气温，得到样本如

表８２１所示（单位：℃）．

表８２１

７月２５日至

８月１０日

４１．９ ３７．５ ３５．７ ３５．４ ３７．２ ３８．１ ３４．７ ３４．７ ３３．３

３２．５ ３４．６ ３３．０ ３０．８ ３１．０ ２８．６ ３１．５ ３１．５

８月８日至

８月２４日

２８．６ ３１．５ ２８．８ ３３．２ ３２．５ ３０．３ ３０．２ ３０．２ ３３．１

３２．８ ２９．４ ２５．６ ２４．７ ３０．０ ３０．１ ３０．１ ２９．５

　　根据表８２１中的数据，分析比较两段时间内的高温（≥３３℃）情况，

可以得到上面两样本的高温天数的频率，用表８２２表示．

表８２２

时　　　间 总天数 高温天数（频数） 频　率

７月２５日至８月１０日 １７ １１ ０．６４７

８月８日至８月２４日 １７ ２ ０．１１８

　　由此可看到，近年来，北京地区７月２５日至８月１０日的高温天气的频

率明显高于８月８日至８月２４日．

上例说明，当总体很大或不便于获得时，可以用样本的频率分布估计

总体的频率分布．我们把反映总体频率分布的表格称为频率分布表．如８．１

节中的表８１１也是频率分布表．

　从规定尺寸为２５．４０ｍｍ的一堆产品中任取１００件，测得它们的实际尺寸

如下：

２５．３９　２５．３６　２５．３４　２５．４２　２５．４５　２５．３８　２５．３９　２５．４２　２５．４７　２５．３５

２５．４１　２５．４３　２５．４４　２５．４８　２５．４５　２５．４３　２５．４６　２５．４０　２５．５１　２５．４５

２５．４０　２５．３９　２５．４１　２５．３６　２５．３８　２５．３１　２５．５６　２５．４３　２５．４０　２５．３８

２５．３７　２５．４４　２５．３３　２５．４６　２５．４０　２５．４９　２５．３４　２５．４２　２５．５０　２５．３７

２５．３５　２５．３２　２５．４５　２５．４０　２５．４３　２５．５４　２５．３９　２５．４５　２５．４３　２５．４０

２５．４３　２５．４４　２５．４１　２５．５３　２５．３７　２５．３８　２５．２４　２５．４４　２５．４０　２５．３６

２５．４２　２５．３９　２５．４６　２５．３８　２５．３５　２５．３１　２５．３４　２５．４０　２５．３６　２５．４１

２５．３２　２５．３８　２５．４２　２５．４０　２５．３３　２５．３７　２５．４１　２５．４９　２５．３５　２５．４７

２５．３４　２５．３０　２５．３９　２５．３６　２５．４６　２５．２９　２５．４０　２５．３７　２５．３３　２５．４０

２５．３５　２５．４１　２５．３７　２５．４７　２５．３９　２５．４２　２５．４７　２５．３８　２５．３９　２５．２８
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列出频率分布表．

分析　该组最小值为２５．２４，最大值为２５．５６，它们相差０．３２，可取区间

［２５．２３５，２５．５６５］，并将此区间分为１１个小区间，每个小区间的长度为

０．０３，再统计出每个区间内的频数并计算相应的频率．我们将整个区间的长

度称为全距，分成的小区间的长度称为组距．

解　（１）在全部数据中找出最大值２５．５６与最小值２５．２４，两者之差为

０．３２，确定全距为０．３３，决定以组距０．０３将区间［２５．２３５，２５．５６５］分成

１１组．

（２）从第一组 ［２５．２３５，２５．２６５）开始，分别统计各组的频数，并计算出

各组的频率，将结果填入表８２３中．

表８２３

分　　　组 频　　数 频　　率 累计频率

［２５．２３５，２５．２６５） １ ０．０１ ０．０１

［２５．２６５，２５．２９５） ２ ０．０２ ０．０３

［２５．２９５，２５．３２５） ５ ０．０５ ０．０８

［２５．３２５，２５．３５５） １２ ０．１２ ０．２０

［２５．３５５，２５．３８５） １８ ０．１８ ０．３８

［２５．３８５，２５．４１５） ２５ ０．２５ ０．６３

［２５．４１５，２５．４４５） １６ ０．１６ ０．７９

［２５．４４５，２５．４７５） １３ ０．１３ ０．９２

［２５．４７５，２５．５０５） ４ ０．０４ ０．９６

［２５．５０５，２５．５３５） ２ ０．０２ ０．９８

［２５．５３５，２５．５６５］ ２ ０．０２ １．００

合　　　计 １００ １．００

　　表８２３给出了此产品长度处于各个区间内的个数和频率，由此可以

估计此产品的长度分布情况．

一般地，编制频率分布表的步骤如下：

（１）求全距，决定组数和组距，组距＝全距÷组数；

（２）分组，一般对一组内数值所在区间取左闭右开，最后一组取

闭区间；

（３）登记频数，计算频率，列出频率分布表．

２．频率分布直方图

反映样本的频率分布规律，我们还可以用频率分布直方图的方法．绘制

频率分布直方图步骤如下：

（１）先制作频率分布表．

（２）绘制频率分布直方图．作直角坐标系，把横轴分为若干段，每一线

段对应一个组的组距，然后以此线段为底作一矩形，它的高等于该组的
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频率

组距
，这样得到一系列矩形，每一矩形的面积恰好是该组的频率，这些矩形

就构成了频率分布直方图．

　下面是某气象站记录到当地５０年间的降雨量统计气象资料，以２００ｍｍ为

统计组距，在某一降雨量组里出现年数为频数，如表８２４所示．

表８２４

组别（单位：ｍｍ） 频数（年） 组别（单位：ｍｍ） 频数（年）

９００～１１００ １ １７００～１９００ ８

１１００～１３００ ３ １９００～２１００ ２

１３００～１５００ １８ ２１００～２３００ ２

１５００～１７００ １６ 合　计 ５０

　　（１）列出频率分布表（含累积频率）；

（２）画出频率分布直方图．

解　（１）列出频率分布表如表８２５所示．

表８２５

组别（单位：ｍｍ） 频　　数 频　　率 累计频率

９００～１１００ １ ０．０２ ０．０２

１１００～１３００ ３ ０．０６ ０．０８

１３００～１５００ １８ ０．３６ ０．４４

１５００～１７００ １６ ０．３２ ０．７６

１７００～１９００ ８ ０．１６ ０．９２

１９００～２１００ ２ ０．０４ ０．９６

２１００～２３００ ２ ０．０４ １．００

合　　　计 ５０ １．００

　　（２）画出频率分布直方图，如图８２１所示．

图８２１

如果将频率分布直方图中各相邻的矩形的上底的中点顺次连接起来，

就得到频率分布折线图，简称频率折线图．如果将样本容量取得足够大，分
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组的组距取得足够小，则相应的频率折线图将趋于一条光滑曲线，我们称

这条光滑曲线为总体分布的密度曲线．

　１．为检测某种产品的质量，抽取了一个容量为３０的样本，检测结果为一级

品５件、二级品８件、三级品１３件、次品１４件．列出该样本的频率分

布表．

２．一个容量为２０的数据样本，分组与频数如下：

［１０，２０］２个、（２０，３０］３个、（３０，４０］４个、（４０，５０］５个、

（５０，６０］４个、（６０，７０］２个，

则样本数据在区间［１０，５０］上的可能性为（　　）．

Ａ．５％ Ｂ．２５％ Ｃ．５０％ Ｄ．７０％

３．为了了解一批灯泡（共１００００只）的使用寿命，从中抽取了１００只进行测

试，其使用寿命如表８２６所示．

表８２６

使用寿命／ｈ ５００ ６００ ７００ ８００ ９００ １０００ １１００ １２００ １３００ １４００

只　　数 １ ４ ８ １５ ２０ ２４ １８ ７ ２ １

（１）列出频率分布表；

（２）画出频率分布直方图；

（３）根据样本的频率分布，估计使用寿命不低于１０００ｈ的灯泡约有多

少只？

４．对某电子元件进行寿命追踪调查，情况如表８２７所示．

表８２７

寿命（ｈ） １００～２００ ２００～３００ ３００～４００ ４００～５００ ５００～６００

个　　数 ２０ ３０ ８０ ４０ ３０

（１）列出频率分布表；

（２）画出频率分布直方图；

（３）估计电子元件寿命在１００～４００ｈ以内的概率；

（４）估计电子元件寿命在４００ｈ以上的概率．

５．为了解幼儿园大班小朋友的生长发育情况，随机抽取４０名小朋友进行

测量，得到下表（长度单位：ｃｍ）．

１２３　１１２　１１５　１２７　１１９　１２０　１２７　１１６　１２１　１２４　

１２７ １２２ １２３ １１３ １１８ １１２ １２６ １２５ １１７ １１９

１１５ １１４ １２０ １２２ １１７ １２０ １２５ １１５ １２１ １１６

１２８ １２４ １２２ １１８ １１５ １２７ １１８ １２３ １２２ １２５

（１）列出频率分布表；

（２）画出频率分布直方图；

（３）估计大班小朋友身高不小于１２０ｃｍ的人数约占多少．

６．我国是世界上严重缺水的国家之一，城市缺水问题较为突出，某市政府
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为了节约生活用水，计划在本市试行居民生活用水定额管理，即：确定一

个居民月用水量标准犪，用水量不超过犪的部分按平价收费，超出犪的

部分按议价收费．如果希望大部分居民的日常生活不受影响，那么标准犪

定为多少比较合理呢 ？你认为为了较为合理地确定出这个标准，需要做

哪些工作？

　知识与实践

结合本节所学知识，设计一个幼儿园活动，以生日为主题，让小朋友调

查全班同学生日的月份，在初步收集数据的基础上，学做图表．

８．３　复 习 与 巩 固
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一、知识结构
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→ 总体分布估计
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率
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布
表
　
　

频
率
分
布
直
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

二、回顾与思考

１．概率论是一门研究现实世界中广泛存在的随机现象的规律性的数

学分支，你会用互斥事件的概率加法公式与独立事件的概率乘法公式计算

一些事件的概率吗？

２．数理统计学的核心问题是如何根据样本的情况对总体的情况作出

一种推断，在统计中涉及的抽样方法有很多，你能根据实际情况选择合适

的抽样方法进行抽样吗？

３．在抽样完成之后，你会对数据进行整理，得出其频率分布（包括频率

分布表和频率分布直方图），并用其去估计总体分布吗？
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８．３　复习与巩固　　　　
１７９　　

复习参考题

　１．下述事件中，不可能事件是（　　）．

Ａ．太阳东升西落　　　

Ｂ．某人过十字路口遇到红灯

Ｃ．明天下雨

Ｄ．在一标准大气压下，水温达８０℃，沸腾

２．从装有狀个红球、犿个黑球的袋中，随即取出一个黑球，则这个事件的

概率是（　　）．

Ａ．
犿

狀
Ｂ．
狀

犿
Ｃ．

狀

犿＋狀
Ｄ．

犿

犿＋狀

３．一个总体的５０个个体编号为００，０１，０２，…，４９，现需从中抽取一容量

为６的样本，现从随机数表的第五行第六列的３８开始，依次向上，到第

一行后向右，直到取足样本，则抽取的样本号码是（　　）．

Ａ．３８，９６，５６，４２，３６，９６ Ｂ．３８，９６，５６，４２，３６，４７

Ｃ．３８，４２，３６，４７，３６，４６ Ｄ．３８，４２，３６，４７，４６，３３

４．为了检验某种产品的质量，决定从３０件产品中抽取５件进行检查，在

利用随机数表抽取样本时，首先应进行的步骤为（　　）．

Ａ．对３０件产品编号 Ｂ．在数表中选定开始读数的数

Ｃ．确定数表中读数的方向 Ｄ．取５件产品编号

５．① 某社区有５００个家庭，高收入家庭１２５户、中等收入家庭２８０户、低

收入家庭９５户，为了解社会购买力的某项指标，要从中抽取一个容量

为５０的样本；② 从２０名同学中抽取６人参加座谈会．那么，问题与方

法的配对正确的是（　　）．

Ａ．① 简单随机抽样，② 分层抽样

Ｂ．① 分层抽样，② 简单随机抽样

Ｃ．①、②均为分层抽样

Ｄ．①、②均为简单随机抽样

６．在１００张奖券中，有４张有奖，从中任意抽取２张，求２张都中奖的

概率．

７．袋中共有５个白球、３个黑球，现从中任意摸出４个，求下列事件发生的

概率：

（１）摸出２个或３个白球；

（２）至少摸出１个黑球．

８．对于一段外语录音，甲能听懂的概率是８０％、乙能听懂的概率是７０％，

两人同时听这段录音，求其中至少有一人能听懂的概率．

９．某校高中共有１０００人，且３个年级的学生人数之比为５∶３∶２．现要用

分层抽样方法从所有的学生中抽取一个容量为２０的样本，问：这３个

年级分别应抽取多少人？

１０．某校２００７年有６２４名高三应届毕业生，在一次模拟考试之后，学校为

了了解数学复习中存在的问题，计划抽取１０％的学生进行调查，试采用

系统抽样方法抽取所需的样本．
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　　　第八单元　概率与统计
１８０　　

１１．某班学生在一次数学测验中成绩分布如下表所示．

分 数 ［０，８０） ［８０，９０） ［９０，１００） ［１００，１１０）

人 数 ２ ５ ６ ８

分 数 ［１１０，１２０） ［１２０，１３０） ［１３０，１４０） ［１４０，１５０）

人 数 １２ ６ ４ ２

问：分数在［１００，１１０）中的频率和分数不满１１０分的频率分别是多少？

１２．某单位有职工７５０人，其中青年职工３５０人，中年职工２５０人，老年职工

１５０人，为了了解该单位职工的健康状况，用分层抽样的方法从中抽取

样本，若样本中的青年职工为７人，求样本容量．

　１３．从５个男生、４个女生中任意选两人，求至少有一个女生的概率．

１４．甲、乙两人独立地破译一个密码，他们能破译出密码的概率分别是
１

３
和

１

４
，求：

（１）两人都能译出密码的概率；

（２）恰有一人能译出密码的概率；

（３）至少有一人能译出密码的概率．

１５．有５条长度分别为１，３，５，７，９的线段，任取其中３条线段，求能构成

三角形的概率．

１６．考察某校高三年级男生的身高，随机抽取４０名男生，实测身高数据（单

位：ｃｍ）如下：

１７１　１６３　１６３　１６９　１６６　１６８　１６８　１６０　１６８　１６５

１７１　１６９　１６７　１５９　１５１　１６８　１７０　１６０　１６８　１７４

１６５　１６８　１７４　１６１　１６７　１５６　１５７　１６４　１６９　１８０

１７６　１５７　１６２　１６６　１５８　１６４　１６３　１６３　１６７　１６１

（１）列出频率分布表；

（２）画出频率分布直方图（注：组距为４）．

　１７．某宿舍有４位同学，求至少有２人生日相同的概率（一年按３６５天

计算）．

１８．甲、乙两队进行乒乓球团体比赛，甲队与乙队的实力之比为３∶２，假定

比赛时均能正常发挥水平，求在５局３胜制中，甲打完４局才胜的概率．

第１８题答案
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１８１　　
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　阅读材料１

古今中外话数列

中国数学家很早就认识了等差级数，在中国古代数学书《周髀算经》里

就谈到“七衡”（日月运行的圆周），七衡的直径和周长都是等差数列．约在公

元１世纪的中国重要数学著作《九章算术》里，在“衰分”和“均输”两章里的

问题就和等差级数有关．宋朝时对等差级数和高阶等差级数研究最有卓越

贡献的是数学家杨辉、沈括等．在沈括之后，１３世纪时的杨辉发展了“垛积

术”，他提出的一个问题是：“今有圭垛草一堆，顶上一束，底阔八束．问共几

束？”他还提出下列三角垛公式：

１＋（１＋２）＋（１＋２＋３）＋…＋（１＋２＋３＋…＋狀）＝
１

６
狀（狀＋１）（狀＋２）．

中国对等比数列的研究也有许多记载．例如，《九章算术》中有这样一个

问题：“今有女子善织，日自倍，五日织五尺．问日织几何？”题意为，女子每

天织布的尺数是前一天的两倍，五天共织布５尺，问每天各织多少尺？又

如，明代的《算法统宗》卷共有三道用歌诀写出的等比数列问题，其一为“远

望巍巍塔七层，红光点点倍加增．共灯三百八十一，请问尖头几盏灯？”

１７８５年，德国数学家高斯年仅８岁，在农村的一所小学里念一年级．一

天，老师给学生们出了一道算术题：“你们算一算，１加２加３，一直加到

１００，等于多少？”不到１分钟的功夫，小高斯说：“老师，我算出来了．．．．．．”

老师低头一看，看见上面端端正正地写着“５０５０”，不禁大吃一惊．他简

直不敢相信，这样复杂的题，一个８岁的孩子，用不到１分钟时间就算出了

正确的得数．要知道他自己算了一个多小时，算了３遍才把这道题算对．他

问小高斯：“你是怎么算的？”小高斯回答说：“我不是按照１、２、３的次序一

个一个往上加的．老师，你看，一头一尾的两个数的和都是一样的：１加１００

是１０１，２加９９是１０１，３加９８也是１０１……把一前一后的数相加，一共有

５０个１０１，１０１乘以５０，得５０５０．”小高斯的这种算法就是古代数学家长期

努力才找出来的求等差级数的和的方法．

据说，印度数学家西萨·班在当宰相的时候，发明了国际象棋，国王打
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　　　附　　录
１８２　　

算重赏这位聪明的宰相．一天，国王把宰相叫来：“说吧，你要什么，我都能满

足你．”宰相说：“陛下，我想向你要一点粮食，然后将它们分给贫困的百姓．”

国王高兴地同意了．

“请您派人在这张棋盘的第一个小格内放上一粒麦子，在第二格放两

粒，第三格放四粒……照这样下去，每一格内的数量是前一格数量的２倍．”

国王许诺了宰相这个看起来微不足道的请求．

当时所有在场的人眼看着仅用一小碗麦粒就填满了棋盘上十几个方

格，禁不住笑了起来，连国王也认为西萨太傻了．随着放置麦粒的方格不断

增多，搬运麦粒的工具也由碗换成盆，又由盆换成箩筐．即使到这个时候，大

臣们还是笑声不断，甚至有人提议不必如此费事了，干脆装满一马车麦子

给西萨就行了！

不知从哪一刻起，喧闹的人们突然安静下来，大臣和国王都惊诧得张

大了嘴：因为，即使倾全国所有，也填不满下一个格子了！

千百年后的今天，我们都知道事情的结局：国王无法实现自己的承诺．

这是一个长达２０位的天文数字（１８４４６７４４０３７７０９５５１６１８颗麦粒）！这样

多的麦粒相当于当时全世界两千年的小麦产量．

再看这个例子。现在有１０００个苹果，分别装到１０个箱子里，要求不

拆箱，随时可以拿出任何数目的苹果来，是否可行？若不行，请说明理由；

若行，如何设计？

这是美国微软公司副总裁在北京招聘两所知名大学的大学生的

面试题．

分析：条件中没有给出足够多的箱子，总共只有１０个箱子，因此应尽

量少用箱子，看是否可行．联想到我们平时使用的货币面额的种类进行购

物，有助于我们研究该问题．

通过探索可发现一个结论：每新用的一个箱子所装的苹果数应是已装

各箱子内的苹果数的总和加一．

因此，不难判断，可设计一个可行的方案，各箱子所装的苹果数应为：

１，２，４，８，１６，３２，６４，１２８，２５６，４８９．可见这是一个基本的等比数列问题．

　阅读材料２

对数发明者：纳皮尔

对数是初等数学中的重要内容，那么当初是谁首创了“对数”呢？在数

学史上，一般认为对数的发明者是１６世纪末到１７世纪初的苏格兰数学

家———纳皮尔．在纳皮尔那个时代，“指数”这个概念还尚未形成，因此纳皮

尔并不是像现在代数课本中那样，通过指数来引出对数，而是通过研究直

线运动得出对数的概念．

那么，当时纳皮尔所发明的对数运算，是怎么一回事呢？在那个时代，

计算多位数之间的乘积，还是十分复杂的运算，因此纳皮尔首先发明了一

种计算特殊多位数之间乘积的方法．让我们来看看下面这个例子：
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附　　录　　　　
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０　１　２　３　４　５　６　７　　８　　９　　１０　　　１１　　　１２　　　１３　　　１４　　　…

１ ２ ４ ８ １６ ３２ ６４ １２８ ２５６ ５１２ １０２４ ２０４８ ４０９６ ８１９２ １６３８４ …

这两行数字之间的关系是极为明确的：第一行表示２的指数，第二行

表示２的对应幂．如果我们要计算第二行中两个数的乘积，可以通过第一行

对应数字的加和来实现．

比如，计算６４×２５６的值，就可以先查询第一行的对应数字：６４对应

６，２５６对应８；然后再把第一行中的对应数字加和起来：６＋８＝１４；第一行

中的１４，对应第二行中的１６３８４，所以有：６４×２５６＝１６３８４．

经过多年的探索，纳皮尔于１６１４年出版了他的名著《奇妙的对数定律

说明书》，向世人公布了他的这项发明，并且解释了这项发明的特点．纳皮尔

对数的诞生竟然比底数和幂指数的普遍使用还要早，真可谓数学史上的珍

闻．所以，纳皮尔是当之无愧的对数缔造者．恩格斯在他的著作《自然辩证

法》中，曾经把笛卡尔的坐标、纳皮尔的对数、牛顿和莱布尼兹的微积分共

同称为１７世纪的三大数学发明．法国著名的数学家、天文学家拉普拉斯曾

说：“对数，可以缩短计算时间，在实效上等于把天文学家的寿命延长了许

多倍．”

对数的发明和使用，是计算方法的一次革命．对数由于实用方便，使计

算技术得以大大简化．因此，它的发明不到一个世纪，几乎传遍了全世界，成

为不可缺少的计算工具．对数计算技术在当时所产生的影响，正如今天计算

机对现代科学的促进，尤其是天文学家几乎以狂喜的心情来接受这一发现．

开普勒发现行星运动的三大定律，曾得益于纳皮尔的对数表；伽利略甚至

说：“给我一个空间、时间及对数表，我即可创造一个宇宙．”

　阅读材料３

三角学的历史

早期“三角学”不是一门独立的学科，而是依附于天文学，是天文观测

结果推算的一种方法，三角学的发展大致分为三个时期．

第一时期：三角测量（从远古到１１世纪）．埃及、巴比伦、中国、印度等

文明古国很早就开始利用三角形的性质，借助于圭表进行天文测量、测高、

测远的研究，这就是三角测量．这一时期的数学家著作还未涉及角函数的概

念，甚至没有提出三角形中边与角之间的关系．

第二时期：三角学的建立（１１世纪到１８世纪）．三角学脱离天文学而独

立为数学的一个分支．在这一时期编制了大量的三角函数表．１６世纪三角函

数表的制作首推奥地利数学家雷蒂库斯，雷蒂库斯首次编制出全部６种三

角函数的数表．应该说三角函数表的应用一直占据重要地位，在科学研究与

生产生活中发挥着不可替代的作用．

第三时期：三角函数及其应用（１８世纪以后）．以欧拉的《无穷小分析引

论》为代表，三角学才完全演变成研究三角函数及其应用的一门数学学科．
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中国有关三角的测量出现很早．传说公元前２１世纪大禹治水时，就曾

运用“规”“矩”（矩是直角尺），依据三角形的边角关系进行测量，《周髀算

经》中有较详细的记载．

我国古代最重要的数学经典———《九章算术》有专门的“勾股”章，其中

八个问题都是测量问题，并详细给出了利用三角形和出入相补原理进行测

量的方法．《九章算术》中的测量问题，大都通过一次测量就可以解决，对于

通过两次测量求解的问题，这就是古代的“重差术”．我国古代著名的数学家

刘徽对于此法有独到的研究，他所撰写的“重差”一卷，列为《九章算术注》

的第十章，它由第一个提问 “今有望海鸟……”所引出的９个问题，都是利

用出入相补原理解三角形的．这些题目的创造性、复杂性和代表性足以看出

刘徽在测量术方面造诣之深．

刘徽的“重差术”为历史上数学家们所效仿，在宋元时期，秦九韶的《数

书九章》是一部划时代的巨著，书中关于测量问题共有９个，其中“遥度圆

城”“望敌圆营”等都是创新的．近代的数学家李治《测圆海镜》也有重要的

测量原理，总之，我国早期在测量术方面的成就，当时在世界上是遥遥

领先的．

公元７世纪至１５世纪，阿拉伯人建立了平面三角与球面三角公式，创

建了大量的三角函数表，建立了独立的三角函数分支；１６世纪至１８世纪，

由欧洲的第一部系统的三角学专著《论各种三角形》发表，欧洲的三角学体

系不断完备，逐步确立了它在科学界的地位．特别是在１８世纪以后，瑞士的

著名数学家欧拉对三角学的研究，使三角学从静态的研究三角形解法的束

缚下解放出来，成为用三角函数反映客观世界的有关运动变化过程的一个

分析学的分支，至此，一门具有广泛意义和实用价值的三角学体系就完全

建立起来了．

中国古代一直没有出现角函数的概念，三角学范围内的一些实际问

题，只用勾股定理和出入相补原理解决．在三角学体系发展、完备的过程中，

三角学逐步地传入到我国．在明崇祯４年（１６３１年），我国出版了第一部三

角学《大测》（瑞士传教士邓玉、德国传教士汤若望、徐光启合编）．后徐光启

又编写了《测图八线表六卷》《测图八线立成表四卷》三角函数表，“八线”是

指八种三角函数：正弦、余弦、正切、余切、正割、余割、正失、余失．１６５３年的

《三角算法》（薛风祚、波兰传教士穆尼阁合编），以“三角”取代了“大测”，确

立了“三角”的名称．１８７３年华蘅芳与英国传教士傅兰雅合译了英国《三角

数理》，这是三角学第二次传入我国，当时三角、八线并称，后来八线之名被

淘汰，只剩下六线，实际常用的只有四线（正弦、余弦、正切、余切）．１９３５年，

中国数学学会名词审查委员会将狋狉犻犵狅狀狅犿犲狋狉狔定为三角学（或三角法、三

角术）．
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本书部分常用符号　　　　
１８５　　

本书部分常用符号

∈　狓∈犃　　　　　　　　　　狓属于犃；狓是集合犃的一个元素

　狔犃 狔不属于犃；狔不是集合犃的一个元素

｛｜｝　｛狓｜犘（狓），狓∈犃｝ 使命题犘（狓）为真的元素狓的集合

 空集

犖 非负整数集；自然数集

犖或犖＋ 正整数

犣 整数集

犙 有理数集

犚 实数集

　犅犃 犅包含于犃；犅是犃的子集

　犅犃 犅真包含于犃；犅是犃的真子集

∪　犃∪犅 犃与犅的并集

∩　犃∩犅 犃与犅的交集

瓓犝犅 犝中子集犅的补集或余集

犳：犃→犅 集合犃到集合犅的映射

ｓｉｎ狓 狓的正弦

ｃｏｓ狓 狓的余弦

ｔａｎ狓 狓的正切

犛△犃犅犆 △犃犅犆的面积

犪狀 数列｛犪狀｝的通项公式

犛狀 数列的前狀项和
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